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Capitulo

Progresiones aritméticas

Consideremos el siguiente problema.

Ejemplo 1.0.1 Sila sucesién de términos 6,10,14,18,22, ... sigue la misma ley
de formacion, hallar los términos 10™°, 502¥°, 100°*°. ;j Puede hallar el n-ésimo
término?

Solucién: Observemos que cada término se obtiene sumandole 4 al término
anterior. Asi:

10=6+4,14=10+4,18=14+4,22 =18 +4,...

Pero aliin podemos ir mas lejos. Podemos expresar cada término en términos del
primero. Luego

6 = 6+0-4 primer término

10 6+ 1-4 segundo término

14 6+ 2-4 tercer término

18 = 6+4+3-4 cuarto término

22 = 6+4+4-4 quinto término.
Si el patrén de formacién es respetado para los términos subsiguientes entonces
deberiamos tener: décimo término = 6 + 9 - 4 = 42 cincuentavo término =
6+ 49 -4 = 202 y cienavo término = 6 + 99 - 4 = 402. De igual manera
deducimos que el enésimo términoes =6 +4(n—1).

Una progresion como la del ejemplo previo, en donde la diferencia de términos

consecutivos es constante se llama progresion aritmética. Asi

—18,-12,-6,0,6,12,...

3
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es una progresion aritmética de diferencia comdn 6, mientras que 1,3,7,97,...
no lo es, ya que términos sucesivos no guardan diferencia constante.

En general, si comenzamos con un ndimero arbitrario, digamos a y si guardamos
una diferencia comdn de d, entonces obtenemos la progresién aritmética a, a +
d,a+2d,a+3d,..., con término en la posicién 1 igual a a + (n — 1)d.

Ejemplo 1.0.2 Hallar el 352¥° término de una progresién aritmética cuyo 272¥°
término es 186 y cuyo 45%¥° término es 312.

Solucién: Tratemos de expresar la data que sabemos en términos del primer
término y la diferencia comin. Como no se nos da el primer término, llamémosle
a y a la diferencia comin llamémosla d. Asi el primer término es a, el segundo
a+d, el terceroa+d+d=a+2d, el cuarto a+2d+ d = a + 3d, etc. Asi
el 273¥° término debe ser a + 26d y el 45%¥° término debe ser a 4+ 44d. Pero
la data del problema estipula que a + 26d = 186 y a + 44d = 312. De aqui
(a+44d) — (a +26d) = 312 —186 = 126, i.e., 18d = 126 0 d = 7. Pero
entonces 186 = a+26d =a+26-7 = a+ 182, de donde a = 4. Finalmente
el 352¥° término, o sea, a + 34d estd dado por a + 34d =4 + 34(7) = 242.

Veremos ahora como sumar progresiones aritméticas.
Ejemplo 1.0.3 Sumar la progresion aritmética

74+15+23+---+807.

Solucién: Vemos que los términos estan en progresién aritmética: 7,7+8-1,7+
8:-2,...,74+8-100. Observe que si S = 7 + 15+ 23 + --- 4+ 807, entonces
también S = 807 + 799 + 791 + --- 4+ 7. Asi: 2S = (7 + 807) + (154 799) +
(234+791) 4+ --- 4+ (807 +7) =101 - 814 = 82214. Finalmente, S = 41107.

Ejemplo 1.0.4 Sumar 5/2,1,—1/2,... hasta 19 términos.

Solucién: La diferencia comin es —3/2. Luego el primer término es 5/2 =
5/240(—3/2), el segundo 1 =5/24+1(—3/2), el tercero —1/2 =5/242(—3/2),
.., el diecinueveavo término 5/2 + 18(—3/2) = —49/2. Asi, la suma que
queremos es

S=5/2+1—1/2—---—49/2.




Operando como en los ejemplos anteriores,

2S = (5/2—49/2)+ (1 —46/2) + (—1/2 —43/2) + - - + (—49/2 + 5/2)
—44/2 —44)2 —44)2 — ... —44)2
— 19(—44/2)
— 418,

Colegimos luego que S = —209.
La siguiente férmula ocurre con regularidad y el lector hara bien en aprender
a deducirla. Si
An=1+24+3+---4+n

entonces también
Apn=n+m—1)4---+1.

Sumando estas dos cantidades,

An = 1 + 2 + + n

An = n + n—1) + + 1

2A, = (m4+1) 4+ (n+1) + + (m+1)

= nn+1),
puesto que hay n sumandos. De esto colegimos
1
1+2+---+n:“(“2+), (1.1)
Ejemplo 1.0.5 Hallar el valor de la suma
1-24+3—-445—-6+---+99—-100.

Solucién: Observe que —1=1—-2=3—-4=-.-=99—-100. Luego agrupando

la suma en cincuenta pares que suman —1, tenemos

1—243-445—-6+---+99—100 = —50.

Ejemplo 1.0.6 Hallar la suma
122243242452 — 6%+ - + 99 — 1002,

Solucién: Como x? — (x + 1) = —2x — 1, tenemos

(17=2%3)+(32—42)+(52—62)+ - -4+(992—100%) = —(34+7+114- - -4+199) = —5050.
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Problemas
Problema 1.1 Hallar los términos 14 y 110 de la progresion 43,42,41, .. ..
Problema 1.2 Hallar los términos 20 y 310 de la progresion —43, —40,—37, ....
Problema 1.3 Hallar los términos 12 y 1090 de la progresién 0.6,1.2,1.8,.. ..
Problema 1.4 Hallar los términos 13 y 150 de la progresién a—2d, a—d, a, .. ..

Problema 1.5 Hallar los términos 10 y 51 de la progresién x — y,x +y,x +
3y,....

Problema 1.6 Sumar 64,96,128, ... hasta cuarenta términos.
Problema 1.7 Sumar 1/2,1/2 —x,1/2 — 2x, ... hasta treinta términos.
Problema 1.8 Sumar x —y,x +y,x + 3y, ... hasta diez términos.

Problema 1.9 Hallar el término 15 de una progresién aritmética cuyo término
14 es 9 y cuyo término 16 es —90.

Problema 1.10 Hallar el término 22 de una progresién aritmética cuyo término
11 es —1 y cuyo término 16 es 55.

Problema 1.11 Hallar el nimero de términos y la diferencia comin de una serie

aritmética cuya suma es 30, cuyo primer término es —9 y cuyo dltimo término
es 14.

Problema 1.12 Sumar

T1+2+3+---+100.

Problema 1.13 Demostrar que

n?(n?+1)

T4+2434+--+M*=1)+n?= 5




Problema 1.14 Demostrar que

14345+ +2n—1=n?
Problema 1.15 (AHSME 1994) Sumar la serie

2
20+20%—|—20§—|—---—|—40.

Respuesta: 3030

Problema 1.16 (AmME 1984) Hallar el valor de a; + as + ag+ - -+ + aog si
a;, az,as,... es una progresion aritmética con diferencia comdn 1y con a; +
a>+az+---+ agg = 137.

Respuesta: 93

Problema 1.17 Demostrar que

1 2 3 1995

1996 T 1996 " 1996 T T To0g

es un entero.

Problema 1.18 (AHSME 1991) Sea T, =1+2+3+---+ny

L LT T,
L1 G0 T T T

Pn
Hallar Py997.

. 5973
Respuesta: 7553

Problema 1.19 Considere la tabla:
1=1
24+3+4=1+38
54+6+74+8+9=8+27
10+114+124+134+144+154+16=27+64

Descubra el patréon de formacién, conjeture una ley general y demuéstrela.
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Problema 1.20 Los enteros naturales impares se agrupan en paréntesis de la
siguiente manera:

(1)

(3,5)
(7,9,11)
(13,15,17,19)
(21,23,25,27,29)

Halle la suma del sexto, séptimo, y octavo grupos. Conjeture y demuestre una
férmula para la suma del enésimo paréntesis.




Capitulo

Progresiones geométricas

Consideremos ahora la progresion 2,6,18,54,162, . ... Notamos que cada término
es el triple del anterior. Una progresidon de este tipo se llama progresion ge-
ométrica. Decimos que 3 es la razén comtn de esta progresidon geométrica. Ve-
mos que el primer término esta dado por 2(3)°, el segundo por 2(3)', el tercero
por 2(3)?, el cuarto por 2(3)3, el quinto por 2(3)%, etc. Asi pues, el cincuentavo
término estd dado por 2(3)*, el 100-avo es 2(3)%? y el enésimo término estd
dado por 2(3)™.

Ejemplo 2.0.7 Hallar el décimo término de la progresién geométrica
1/2,—-1,2,....

Solucién: Vemos que la razén comin es —2. Luego el primer término esta dado
por 3(—2)°, el segundo estd dado por 3(—2)", el tercero por 3(—2)2 el cuarto

7

por 2(_2)3' etc. El patrén indica pues que el décimo término estd dado por
5(=2)7
z ’ . - - . . .

En general si una progresion geométrica tiene primer término a y razén comun
T, entonces va de la siguiente manera: a, ar,ar? ar?, ...y el enésimo término

esta dado por ar™'.

Ejemplo 2.0.8 Hallar el segundo término de una progresién geométrica con
cuarto término 24 y séptimo término 192.

Solucién: No conocemos el primer término, llamémosle a. Tampoco conocemos
la razén comin, llamémosle 1. Luego el primer término estd dado por a, el
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segundo por ar, el tercero por ar?, el cuarto por ar? y siguiendo el patrén, el
séptimo término es ar®. La data es que 24 = ar®y 192 = ar®. De aqui tenemos

3 L’ﬁ_g_g
ar3 24 7

de donde 1 = 2. Luego a(2)3 =24 y asi a = 3. Luego el segundo término esta
dado por ar = 6.

Ejemplo 2.0.9 Hallar la suma de la serie geométrica

14+2444---+1024.

Solucién: Pongamos
S=14+2+4+---+1024.

Entonces
2S=2+4+4+4+8+--- 41024 4 2048.

Asi

S=25—-S= (24448 - -+2048) — (14+2+4+---4+1024) = 2048—1 = 2047.

Ejemplo 2.0.10 Hallar la suma de la serie geométrica

1T 1 1 1

332" 33 399
Solucién: Tenemos

T 1 1 1 1
Luego

%x = x—%x
= +m=tmt+3v)
R NS 4
= 3 3700

De esto colegimos
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Ejemplo 2.0.11 Sumar
a=1+2-4+3-4>+...410-4°.

Solucién: Tenemos
4a=4+42-443-#+...4+9.47+10-4".
Luego 4a — a nos da
3a=—-1—4—-4%2_43_... 47 110 -4,
Al sumar esta dltima serie geométrica,

10-410 4101

¢ 3 9

Ejemplo 2.0.12 Hallar la suma
Sa=14+1/24+1/4+---+1/2™

Interpretar el resultado cuando n crece indefinidamente.

Solucién: Tenemos

sn—%sn = (1H1/241 /A4 41/2%)—(1/241 /A 41/2741/27) = 1-1/27,

Asi
Sa=2-—-1/2™

Calculamos ahora los siguientes valores:

S, =2-1/2° = 1

S, =2-1/2 = 15

Sy =2-1/22 = 1875

Sq =2-1/23 = 1.875

Ss =2-1/2% = 19375
S¢ =2-1/25 = 1.96875

S1o =2—1/27 = 1.998046875

Vemos que a medida que tomamos mas términos de la serie, nos acercamos cada
vez mas a 2.




12 CAPITULO 2. PROGRESIONES GEOMETRICAS

Supongamos que los procedimientos que utilizamos para sumar series ge-
ométricas finitas son validos para las infinitas. Entonces podremos decir que

Seo =T14+1/24+1/224+1/234 ...

hasta infinitos suma a 2, ya que

1
SOO—ZSOo = (14+1/241/2241/23 4+ )= (1/241/22 41 /2341 /2% 4. )) =1
puesto que los términos luego del primero encuentran su opuesto en la serie de
la derecha.

La manipulacién formal que utilizamos supra debe manejarse con sumo cuida-
do. Por ejemplo,

S=2+2242+-

es obviamente infinitamente grande, pues cada término es mayor que 1 y esto
incrementa el valor de la serie cada vez mas. Sin embargo, al operar formalmente
como lo hicimos anteriormente obtenemos

S=25—-S= (2242342 +.. ) -2+ 22+ 22+ ) =2,

i.e., la suma de niimeros positivos da un resultado negativo, lo cual es un disparate
mayusculo.

i Qué sucede entonces? Entra ahora pues el concepto de convergencia. Di-
remos que la serie geométrica

at+ar+ar’+---
converge hacia un valor finito S si cada suma parcial
Sh,=a+ar+ar’+---+ar™’

se acerca mas y mas a S a medida que n aumenta. Como vimos en los ejemplos
anteriores, esto sucederd cuando |r| < 1. Si las sumas parciales no se acercan
a un valor finito definitivo cuando n aumenta, entonces decimos que la serie
geométrica diverge. Del ejemplo anterior se vislumbra que esto sucede cuando
v > 1.

La teoria de series geométricas convergentes puede utilizarse para convertir
un decimal periddico a una fraccion.
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Ejemplo 2.0.13 Hallar la fraccidn que representa

x = 0.122222222222222 ...

Solucién: Observemos que

202 2
=70 7702 T 103 T 10

Pero
s_ 2 2.2 2 _1
102 0 103 104 90 45°
Asi
0.1222222222 —l+l—l
' 10 0 450 90°

Ejemplo 2.0.14 Hallar la fraccidn que representa

x = 1.304040404040....

Solucién: Tenemos

X—]+3_O+ﬂ_|_4_0+ﬂ+
N 102 10% 10 108

Ahora bien, la serie geométrica infinita

S_40 40 40
_1704—'_1706—'_1708—1_'”
suma a
g_ % _ 2
9900 495
Asi

1 30 2 1291
=102 T 295~ 990
Ejemplo 2.0.15 Una mosca esta en el origen (0,0) y viaja sobre el plano una
pulgada hacia el este, 1/2 pulgada hacia el norte, 1/4 de pulgada hacia el oeste,
1/8 de pulgada hacia el sur, 1/16 de pulgada hacia el este, etc. Si la mosca
hiciese esto ad infinitum, jdonde terminaria?
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Solucién: Sea (X,Y) el punto donde la mosca terminaria. Vemos que

11 1 4
X=T-2%% & =5
Y 11 1 1 2
Y=o &+ ==

278 s T
Luego la mosca termina en el punto (4/5,2/5).

Problemas
Problema 2.1 Hallar los términos 13,22 y enésimo de la progresién geométrica

3/2,-3/8,3/32,...

Problema 2.2 Si el término 15 de una progresiéon geométrica es —100 y el
término 20 es 125, hallar el segundo término.

Problema 2.3 Hallar la suma de las siguientes series geométricas:

1.

1/2—-1/4+1/8—---+1/512—-1/1024.

6+18+54+...

hasta 20 términos.

110 +1/100 + 1/1000 + . ..

hasta 10 términos.

Problema 2.4 Hallar la suma de la serie

3454474249434 ... 499.4%,
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Problema 2.5 1. ;Qué valor tendra
1/241/44+1/8+---
hasta infinito?

2. iQué valor tendra
1/10+1/104+1/100 + - - -

hasta infinito?
3. iQué valor tendra
9/10+9/100 + 9/1000 + - - -
hasta infinito? Discuta por qué

1 = 0.9999999999999999999 . ..

4. jQué valor tendra
T+1+1+4---

hasta infinito? Discuta.

5. iQué valor tendra
1—-14+1—=14---

hasta infinito?

Problema 2.6 Hallar

— k
2w
k=1

Problema 2.7 Hallar todos los niimeros complejos x, y tales que x, x+2y, 2x+y
formen una progresién aritmética a la vez que (y + 1)%,xy + 5, (x + 1)? formen
una progresién geométrica.

Problema 2.8 Los lados de un triangulo rectangulo forman una progresién ge-
ométrica. Halle las tangentes de los dngulos agudos.
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Problema 2.9 Sean a, b las raices de la ecuacién x> —3x + A =0 y sean c, d
las raices de la ecuacién x%2 — 12x + B = 0. Se sabe que a, b, ¢, d forman, en
este orden, una progresién geométrica creciente. Halle Ay B.

Problema 2.10 Los nimeros ai, as,..., a, forman una progresién geométrica.
Si
1 1 1
s=ait+axt+-+an T=—+—++—,
aq az an

hallar su producto P = aja;---a, en términos de sy T.




Capitulo 3

Cancelacion telescopica

A veces podemos sumar una serie

ap+a+az+---+an
si podemos encontrar una sucesion {vi} con a, = vi — vx_1. Entonces
a;t+az+az+---+an =vi—Vvo+vo—Vvi+- - +V 1 —Vn 2+Vn—Vn_1 = Vp—Vo.

Si tal sucesién {v,} existe, diremos entonces que la serie a; +a,+---+ a,, es
una serie teléscopica.

Ejemplo 3.0.16 Simplificar

1 1 1 1
(1+2> - (1+3> - <1+4>---(1+99>.
Solucién: Sumando cada fraccidn tenemos:
3 4 5 @

234 99
lo que simplifica a 100/2 = 50.
Ejemplo 3.0.17 Dado que
(log,3) - (logz4) - (logy5) - - - (logsyy 512)

es un entero, hallelo.

17
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Solucién: Poniendo todo en una base comin, digamos a > 0,a # 1:

log,3 log,4 log,5 log,512 log,512

(log;3)-(logs4)-(logy 5) - -~ (logs;1 512) = log, 2 log,3 log 4 log,511  log,2 °

Pero
log, 512

5.2 ~ log,512 = log, 2" =9,

de donde obtenemos el resultado.
Ejemplo 3.0.18 Simplificar
241 (2241)- (2F+1)- (2% +1) - (27 +7).

Solucién: Utilizando la identidad x> — y? = (x — y)(x +y) y llamando P al
producto:

2-1P = 2-1)2+1) (22+
+

I
—~
N
N
|
—_
~—
—~
N
N

I
N
N
N
|
— — — —
NN — —
S~ TN
N
N
N
+ + + +
— — — —
NN e
NN TN TN
N
N
w
+ + + +
— — — —
NN e
NN TN TN
N
N
~0
~0
+
—

de donde
2]00

P=2 —1.
Ejemplo 3.0.19 Simplificar

S =logtan1° + logtan 2° + logtan 3° + - - - 4 logtan 89°.

Solucién: Observe que (90—k)°+k° = 90°. Luego, sumando el término k-ésimo
con el 90 — k-ésimo obtenemos que la suma dada es

S = log(tan1°)(tan 89°) + log(tan 2°)(tan 88°)
+ log(tan 3°)(tan 87°) + - - - + log(tan44°)(tan46°) + log tan 45°.




19

Como tank® = 1/tan(920 — k)°, tenemos
S=logl+logl+---+logl+ logtan45°.
Finalmente, como tan45° = 1, colegimos
S=logl+logl+---+logl=0.

Ejemplo 3.0.20 Hallar el valor exacto del producto

p_ Tt 27 471
_cos7 cos > cos -

Solucién: Multiplicando a uno y otro lado por sin Z y haciendo uso de la identidad
sin 2x = 2 sin x cos x obtenemos

sin ZcP = (sin n cos 7T) cos 2n cos am
7 770 7 7
] (sin 2n cos 271) cos 477t
= —(sin — — —
2 7 7 7
1 47t 47[
= (sm —cos—
_ e

N 8

Como sin 7 = —sin 8%, deducimos que
-

A_l.3.5 999
2 4 6 10000

y
p_2.4. 6 10000
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Es claro que x> — 1 < x? para todo niimero real x. De esto deducimos

x — 1 X
< .
X x4+ 1
Por tanto
1/2 < 2/3
3/4 < 4/5

5/6 < 6/7

9999/10000 < 10000,/10001

Como todas estas desigualdades son de nimeros positivos, podemos multiplicar
una y otra columna para obtener

1 § 5 9999 - 10000
2 4 6 10000 10001’
o A < B. Luego A2=A-A < A - B. Pero entrelazando los factores de A y B,

Ap_1.23 4567 99 10000 1
~2'3°4°5°6°7 8 7710000 10001 _ 10001’

y por consiguiente, A < A - B =1/10001. De aqui A < 1/4/10001 < 1/100.
Para nuestro siguiente ejemplo necesitaremos la siguiente definicion. El
simbolo n! (léase n factorial) significa

nl=1.2-3-..n.

Por ejemplo 1! =1,21=1.-2=231=1-2-3=6,4=1-2-3-4 =24,
Observe que (k+ 1)! = (k + 1)k!. Tendremos por convencién 0! = 1.

240
3'5'7

Ejemplo 3.0.22 Sumar
1-1M+2-2143-31 .- 49999

Solucién: De (k+1)! = (k+1)k! = k-k!+ k! deducimos (k+1)! —k! = k-k!.
Asi

1-1 = 2!—1!
2.2 = 3!-2!

3.3l = 41-3

98-98 = 99! —98l
99.991 = 100! — 99!




Sumando una y otra columna,

1T-MM+2-2143-314---4+99-991 =100! — 1! =100! — 1.

Ejemplo 3.0.23 Hallar una forma cerrada para la suma

An=T142+---+n.

Solucién: Observemos que

k> —(k—1)2=2k—1.

Luego
12 -0 = 2-1—-1
2217 = 2-2—1
3222 = 2-3-1
n—nm-1?2 = 2.n—1

Sumando una y otra columna,
n?—0*2=2(14+24+34---4n)—n.
Resolviendo para la suma,

nn+1)

14243+ -+n=m?24+n/2= 3

Ejemplo 3.0.24 Hallar la suma
124224324 +nk

Solucién: Observemos que

K3 — (k=1 =3k*—3k+1.

Luego
13—-03 = 3-12-3-1+41
2313 = 3:22-3.2+41

3323 = 3:32-3.3+1

n—-—m-1)3 = 3 n?-3-n+1
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Sumando una y otra columna,
n?—0>=3(1"+22+3*+---+n?) =31 +2+3+---+n) +n.

Pero por el ejercicio anterior se tiene

n3—03:3(12+22+32—|-~~-+n2)—§-n(n+1)+n.

Resolviendo para la suma,
1
12+22+3% 4 +n?= “—+§-n(n+1)—%.
Simplificando obtenemos

2
12422432 2ottt

6
Ejemplo 3.0.25 Sumar la serie
1 N 1 n 1 R 1
1.2 2-3 3-4 99.100°
Solucién: Observe que
LU B
k(k+1) k k+1°

Luego

1 - 1_1

1.2 1~ 2

1 11

N G

34 3714

1 a1

99100 99 — 700
Sumando una y otra columna obtenemos

L AR HRUU R RO )
1.2 2.3 3.4 99-100 100 100
Ejemplo 3.0.26 Sumar
1 1 1 1

T2 7 70 T
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Solucién: Observe que

1 1 1 1 1
Bn+1)-3n+4) 3 3n+1 3 3n+4
Luego
1 — 1 _ 1
114 3] 12]
47 27
[ S O &
10-13  — 30 39
1 _ 11
34.37 — 102 111

Sumando una y otra columna obtenemos

L
1-4 4.7 710

1n

1
31-34 3 111 37"

Ejemplo 3.0.27 Sumar

1 1 1 1
T 4.7 4710 79013 7 T 252831

Solucién: Observe que

1 1 1 1 1
Bn+1)-3n+4)-3n+7) 6 Bn+1B3n+4) 6 Bn+4Bn+7)
Luego

1 - 1 _ 1
47 R
4710 T 647 T 6710
71013~ 6710 61013
1 _ T T
252831 — 62528 62831
Sumando una y otra columna obtenemos

1 1 1 1 1 1 9
T 4.7 27907710137 T25.2831 " 6.1.4 6.28.31_ 217

Ejemplo 3.0.28 Sumar
1-242-343-44---4+99-100.
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Solucién: Observemos que

1 1
k(k—|—1):g(k)(k—f—])(k—i—Z)—g(k—1)(k)(k—|—1).
Por lo tanto
1.2 = %.1.2.3_%.0.1.2
2.3 - ?2.3.4_?1.2.3
3.4 — 5'3'4'5—5'2'3'4

_

99-100 = 3-99-100-101 —%-98-99-100
Sumando una y otra columna,

1~2—|—2'3+3'4+~~~—|—99-100:%-99-100-101—%~O~1~2:333300.

Problemas
Problema 3.1 Hallar una férmula para
Dp=1-2+3—4+ -4 (=) 'n.
Problema 3.2 Simplificar
(1 1)2004
(1 —1)2000°

Respuesta: —4

Problema 3.3 Si
a+ib=1+2i431"+483 4+ - + 199517 + 19961177,

con a y b nimeros reales, hallar a y b.
Respuesta: a = —998 = b.

Problema 3.4 Simplificar

(1-3)-(-3)-0-2)- ()




25

Respuesta: 2400.
Problema 3.5 Simplificar
I 1—|—1 + 1 1—|—1 + 1 1—|—1 + -+ 1—|—]—
ng 2 ogz 3 ng 4 ng ] 023 *
Respuesta: 9.

Problema 3.6 Hallar el valor exacto de
1 + 1 + 1 + + ;
log, 1996! ~ log;1996!  log, 1996! log 005 1996!

Respuesta: 1.

Problema 3.7 (AHSME 1996) La sucesién
1,2,1,2,2,1,2,2,21,2/2,221,2,22,221,2,...

consiste de 1's separados por bloques de 2's, con n bloques de 2's en el n-ésimo
bloque. Hallar la suma de los primeros 1234 términos de esta sucesion.

Problema 3.8 (AmME 1985) Calcular el producto x1x2---xg si X1 = 97 y
Xn =MN/Xp_1,n > 1.

Respuesta: 384

Problema 3.9 (AIME 1993) Durante una campafa politica reciente, un can-
didato hizo una trayectoria que presumimos yace en el plano. En el primer dia
él viajé hacia el este, en el segundo, él viaj6 hacia el norte, en el tercero hacia el
oeste, en el cuarto hacia el sur, en el quinto hacia el este, etc. Si el candidato
viajé n2/2 millas en el n-ésimo dia, ja cuantas millas estaba é| de su punto de
partida en el 40avo dia?

Respuesta: 580

Problema 3.10 Demostrar que

n(n-l—]))z'

13+z3+33+---+n3:< 5
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Problema 3.11 Simplificar

221 31 43-1 100% — 1
2241 3341 4341 10034 1°

Pista: x>+ 1=(x+1)(x*Fx+1)

Problema 3.12 Sean a;,ay,...,a, ndmeros arbitrarios. Demostrar que

ay + ax(1+aqy) +az(1 4+ a)(1+ az) + as(1 4+ a)(1 + az)(1 + as)
-t ana(l+a)(T+a)(1+a3)- (1T+an2)
=(T4+a))(T+a)(T+az) - (1T4+an) —1.

Problema 3.13 Demostrar que

csc2+csc4+csc8+ -+ csc2™ =cot1 —cot2™
Pista: Demuestre primero que csc 2x = cot x — cot 2x.

Problema 3.14 Sea 0 < x < 1. Demostrar que

=1 =X

Pista: Observe que

Problema 3.15 Demostrar que

T T 5 e os T e
tanW—I—Ztanﬁ—l—Z ‘can2298 +-- 42 tan?—cotm.

Problema 3.16 Demostrar que
S I B
—K KT 2 2l
Problema 3.17 Evalie el radical

<1-z-4+2~4-8+3-6.12+-~->‘/3
1.3.942.6-1843-9-27+---)




Problema 3.18 Demostrar que
i arctan 7] _T
— T+n+n2 4°

Pista: De la identidad

tanx —tany

tanx —tany = ——MMMMMMM@
Y 1 +tanxtany

deduzca que
a—b

1+ab’

arctan a — arctan b = arctan

Problema 3.19 Demostrar que

1 1 1
1998 < 1+ —= + < 1999.

1
V2 V3 V4 v/1000000
Pista: De la identidad

1

Vil =vk= G p

deduzca

1
2Vk+1-2Vk < ﬁ<zﬁ—2\/k—1.
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Capitulo

Recursiones y ecuaciones funcionales

Veremos ahora métodos para hallar formas cerradas de ciertas recursiones. En
general aplicaremos las técnicas de la seccién anterior.

Ejemplo 4.0.29 Sea xo =7 y xn = 2x,,_1, > 1. Hallar una férmula cerrada
para Xn.

Solucién: Tenemos

Xo = 7

X1 = ZXO
X2 = ZX]
X3 = 2X2
Xn = ZXH,1

Multiplicando una y otra columna,
XoX1 " Xpn = 7 - 2“X1X2' e Xn—1.
Cancelando factores comunes,
Xn=7-2™

Ejemplo 4.0.30 Sea xo = 7y Xn = Xn_1 +n,n > 1. Hallar una férmula
cerrada para Xn,.

29



30 CAPITULO 4. RECURSIONES Y ECUACIONES FUNCIONALES

Solucién: Tenemos

Xo = 7

X7 = xo+1

X, = xX1+2
X3 = X2+ 3
Xn = Xpn+M

Sumando una y otra columna,
Xo+x1+Xa+ At xn=7+xo+ X2+ +xn g+ (T+2+3+ - +n).
Cancelando y simplificando,

nn-+1)

n:7
X + 5

Ejemplo 4.0.31 Sea xo = 7 y x5 = 2xn—1 + 1,1 > 1. Hallar una férmula
cerrada para Xn.

Solucién: Tenemos

X0 =7

X1 = 2xo+1
X2 = 2x7+1
X3 = 2x,+1
Xn—1 = 2Xn—2 +1
Xn = ZXn_] +1

Aqui no nos funcionan los métodos anteriores, asi que nos valdremos del siguiente
artificio. Multipliqguemos a la k-ésima fila por 2™, obteniendo

ZHXO - 2n . 7

2n—1x1 — 2nXO + 2n—1
zn—ZXZ — 2n—1x1 + 2n—2
2“73)(3 — znszz + 2n73
ZZXn,2 = 23Xn,3 + 22
ZXn,1 - 22Xn72 +2

X = 2xn_1+1
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Sumando una y otra columna y cancelando,
Xn:7‘2n+(1 +2—|—22—f—+2n71) :72n+2n_1 :2n+3_1.

Aliter: Pongamos u, = xn+ 1 =2x1+2=2(xn1+ 1) = 2u,,_1. Luego la
recursion u,, = 2u,_1 la resolvemos como en nuestro primer ejemplo, obteniendo
de esta forma u, = 2™Muy = 2™ (xo + 1) = 2™ - 8 = 2™, Finalmente x,, =
Uy — 1 =231,

Ejemplo 4.0.32 Una sucesién satisface vy = S,uﬁﬂ = un,n > 1. Halle una
forma cerrada para ella.

. 1/2 1
Solucién: Pongamos v,, = log u,,. Entonces v, = logu, = logu 5 = 5 logu, 1 =
"“2“ . Como v,, = v_1/2, tenemos v,, = vo/2", o sea, logu, = (logug)/2™.

Luego u,, = 3"%".
Ejemplo 4.0.33 Halle una forma cerrada para
ap=>5,a541 = a]-2+2a]-,j > 0.
Solucién: Tenemos
a1+ 1= aj2—|—2aj—|—1 = (a;+ 1%

Pongamos vj;1 = aj;1 + 1. Entonces viy1 = ajp1 + 1 = (a; + 1) = ij- De
aqui vj4 = v(z)], o sea

A1 =vig—1=v} —1=(a+1)7 —1=6 —1.

Ejemplo 4.0.34 Una escalera tiene n escalones. Un duende puede subir la
escalera de escaldn en escaldn o saltdndose un escalén. Hallar una recursién para
el nimero de maneras en que el duende puede subir la escalera.

Solucién: Sea u,, el nimero de maneras en que puede el duende subir una
escalera de n escalones. El duende puede llegar al udltimo escalén o bien desde
el pendltimo o bien desde el antepeniltimo escalén. Luego

Up = Up_1 + Un_2.

Es claro que u; = 1,u; = 2.
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Ejemplo 4.0.35 Si f(x) = fo(x) = & y fu(x) = f(fnq(x)) para n > 0,
hallar f1996(—]/3).

Solucién: Observe que

f1(x) = flfolx)) = 7 = 1,
1—x
fa0x) = Flfy(0) = r— g =
Y 1
f3(x) = ] = fo(x).
— X

Luego esta recursién es ciclica de orden 3. Esto implica que
fo(x) = f3(x) = felx) =-- -,
fi(x) = fa(x) = f7(x) = - -
fa(x) = fs(x) = fg(x) =

Como 1996 = 1995 + 1 deja residuo 1 al ser dividido por 3,
f1o06(—1/3) = f1(—1/3) = 4.

Ejemplo 4.0.36 Hallar todas las funciones que satisfacen

f(x +y) + f(x —y) = 4x* + 4y”.

Solucién: Tomando y = 0, obtenemos f(x) + f(x) = 4x? o f(x) = 2x?. Veamos
que f(x) = 2x? satisface la ecuacién funcional:

f(x4y)+f(x—y) = 2(x+y)2+2(x—y)? = 2x*+4xy+2y*+2x*—dxy+2y? = 4x*+4y>.
Ejemplo 4.0.37 (AHSME 1979) La funcién f satisface
f(x+y) =1f(x)+ fly) —xy + 1

para todos los nimeros reales x, y. Si f(1) = 1, hallar todos los enteros n # 1
tales que f(n) =n.
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Ejemplo 4.0.38 (AnsME 1981) La funcién f no estd definida para x = 0, pero
si x # O satisface

1
f(x) 4 2f <—> = 3x.
X
i Para cudntos valores de x se cumple f(x) = f(—x)?
Problemas
Problema 4.1 Sea x; = 1,%,11 = x4 — x + 1,1 > 0. Demostrar que
y 1o
n=1 Xn

Problema 4.2 (AIME 1994) La funcién f tiene la propiedad que para todo
numero real x,

f(x)+f(x—1) =
Si f(19) = 94, hallar el residuo cuando f(94) se divide por 1000.

Problema 4.3 Hallar una forma cerrada para

Xo = —1; Xn = Xn_1 + 14N > 0.

Problema 4.4 Sea f(x) = fo(x) = v1—x2f.(x) = f(f,_1(x)),n > 0.
Hallar foo(4).

Problema 4.5 Sea f una funcién con las siguientes propiedades:
1) f(n) esta definida para todo entero positivo n;

2) f(n) es un entero

3) f(2) = 2;

4) f(mn) = f(m)f(n) para todo my n;
5) f(m) > f(n) si m > n.

Demostrar que f(n) = n.

Problema 4.6 Demostrar que existe una funcién f tnica del conjunto R™ de
los reales positivos a R tal que

f(f(x)) = 6x — f(x), f(x) >0V x>0.
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Problema 4.7 Si uwo = 1/3 y U1 = 2u? — 1, hallar una férmula para u,,.

Pista: Poner u,, = cosv,,.
Problema 4.8 Una sucesién aj, ay, ... satisface a; =2y
Amin =4™"ana, Ym,n.
Hallar el valor minimo de n para el cual a,, tiene al menos 3000 digitos.

Problema 4.9 Sea k un entero no-negativo fijo y supéngase que

f(2x) = 2K <f(x) +f(x + ;)) .

Demuéstrese que

f(3x) = 3! (f(x) + f(x + %) + f(x + %)) .

Problema 4.10 Hallar todas las funciones f que satisfacen

1T—x
Zo =
f(x)°-f <1 —|—x> 64x.

Respuesta: f(x) = 4x%/3. G%;)]/s'




Capitulo

Ecuaciones

A continuacién veremos como resolver algunas ecuaciones. La mayoria de ellas
son ecuaciones cuadraticas disfrazadas.

Para resolver ecuaciones cuadraticas, el método mas eficiente es quizas la
complecién del cuadrado. Esta es preferible a la férmula cuadratica ya que crea
“malicia” para identificar patrones. Por ejemplo, para resolver

x?—6x+3=0,

escribimos
x2—6x+3 = x*—6x+9—6

(x —3)*— (V6)?
= (x—3+V6)(x—3—6).

De aqui x = 3 &+ v/6. De manera semejante, para resolver 2x% + 6x +5 = 0
escribimos

22+ 6x+5 = 2*+6x+ 3+
= (VI HP (i) |
= (V2x+ 5 —i5)(V2x + 5 +1i75).
Luego, x = —2 +1i1.

Ejemplo 5.0.39 Resolver

94+ x*=10x"2

35
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Solucién: Observe que
x P —10x?4+9=(x2—-9(x2-1).

Luegox=j:%yx:j:1.

Ejemplo 5.0.40 Resolver
9 — 3 4 =0.

Solucién: Observe que 9% —3*F1 —4 = (3*—4)(3*41). Como no existe ningtin
nimero real con 3* + 1 = 0, este factor se descarta. Asi 3* —4 = 0 nos da
x = logs 4.

Ejemplo 5.0.41 Resolver
(x—=5)(x—7)(x+6)(x+4) =504.

Solucién: Reordenemos los factores y multipliquemos para obtener
(x=5)(x—7)(x+6) (x+4) = (x=5)(x+4) (x—=7) (x+6) = (x*—x—20)(x*—x—42).

Pongamos y = x?> — x. Asi (y — 20)(y —42) = 504 o y? — 62y + 336 =
(y—6)(y—56) =0. Luego y = 6, 56, lo que implica

x*—x =6
x? —x = 56.
De aqui x = —2,4,—7, 8.
Ejemplo 5.0.42 Resolver
12x* — 56x> 4+ 89x* — 56x + 12 = 0.

Solucién: Reordenando
12x* +12 —56(x> + x) 4+ 89x% = 0. (5.1)

Dividiendo por x?,

12(x* + lz) —56(x + l) +89=0.
X X
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Pongamos 1 = x+1/x. Luego u?—2 = x?+1/x2%. Usando esto, (1) se convierte
12(u? —2) —56u + 89 = 0, de donde u =5/2, 13/6. Por lo tanto

x—I—l—é
x 2
y
x—l———E
X 6

Concluimos que x =1/2,2,2/3,3/2.
Ejemplo 5.0.43 Hallar las soluciones reales de
x? —5x 4 2y/x2 —5x + 3 = 12.

Solucién: Observe que

x*—5x+3+2yx2—5x+3—15=0.
Poniendo 1 = x2—5x+ 3 obtenemos u+2u'/?—15 = (u'/2+5)(u'?—-3) = 0.
Luego u = 9 (descartamos u'/?+5 = 0, j por qué?). Por lo tanto x*—5x+3 = 9

ox=-—1, 6.

Ejemplo 5.0.44 Resolver

V32— 4x +34 —/3x2 —4x — 11 =9, (5.2)
Solucién: Tenemos idénticamente
(3x% —4x +34) — (3x? —4x — 11) = 45. (5.3)

Dividiendo cada miembro de (3) por los miembros correspondientes de (2) obten-
emos

V3x2 —4x + 34+ /3x2 — 4x — 11 =5. (5.4)

Sumando (2) y (4)
32 —4x+34 =7,

de donde x = —2,3.
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Ejemplo 5.0.45 Resolver la ecuacién

V14 +x+ V14 —x =4.

Solucién: Péngase u = /14 + x,v = v/14 — x. Entonces
64 = (LL—I—V)3 :u3+v3+3uv(u+v) — ]4+X+ 14—X+ 12(196—)(2)1/3,

de donde
3=(196 —x2)1/3,

que al resolver nos da x = +13.
Ejemplo 5.0.46 Halle el valor exacto de cos27t/5.

Solucién: Usando la identidad
cos(u £ v) =cosucosv Fsinusinv

par de veces obtenemos
c0s20 = 2cos?0 — 1 (5.5)

c0s30 =4 cos®0 — 3 cos 0. (5.6)
Pongamos x = cos 27t/5. Como cos 671/5 = cos47/5, gracias a las dos identi-
dades (5) y (6), vemos que x satisface la ecuacién
4x3 —2x* —3x+1=0,
o sea,
(x —1)(4x*+2x —1) = 0.

Como x = cos2m/5 # 1, y cos2mt/5 > 0, x es la raiz positiva de la ecuacién
cuadratica 4x? 4+ 2x — 1 = 0, es decir

20 /5-—1

COS — =

5 4

Ejemplo 5.0.47 ;Cudntas soluciones reales tiene la ecuacién

. X
sinxy = —7?

100°
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Solucién: Vemos que x = 0 es una solucién. Ademas si x > 0 es una solucidn,
—x < 0 lo es también. Asi pues, sélo contaremos las soluciones positivas.

Para que x sea una solucidn, se debe tener |x| = 100|sinx| < 100. Por
lo tanto podemos restrinjir x al intervalo (0, 100]. Dividamos este intervalo en
subintervalos de longitud 27t (con un dltimo intervalo més corto):

(0,100] = (0,27 U (27,47t U (47, 671 U - - - U (2871, 307t U (307t, 100].

De las graficas de y = sinx,y = x/100 vemos que en el intervalo (0,27t ex-
iste sélo una solucién. En cada intervalo de la forma (27tk, 2(k + 1)7], k =
1,2,...,14 existen dos soluciones. El intervalo (307t, 100] tiene una onda com-
pleta de longitud 7t (ya que 317t < 100) en la cual hay dos soluciones. Por
consiguiente existen 1+ 2 - 14 4+ 2 = 31 Asi pues, hay 31 soluciones positivas y
por ende 31 soluciones negativas. Como 0 es también una solucidn, el total de
soluciones reales es por lo tanto 31 + 31+ 1 = 63.

Ejemplo 5.0.48 Resolver el sistema de ecuaciones

x+ty+tu = 4
y+u+v = =5,
ut+v+x = 0,
v+x+y = -8

Solucién: Sumando las cuatro ecuaciones y diviendo por 3,

x+y+tut+v=-3.

Esto implica
44+v = =3,
—S5+x = -3
0+y = -3,
—8+u = 3.

De aquix =2, y=-3,u=5v=—7.

Ejemplo 5.0.49 Resolver el sistema de ecuaciones
(x +y)(x+z) =30,

(y+2z)(y+x) =15,
(z+x)(z+y) =18.
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Solucién: Pongamos u =1y + z,v = z 4+ x,w = x + Y. Entonces el sistema se
convierte en
vw =30, wu =15, uv =18. (5.7)

Multiplicando todas estas ecuaciones obtenemos u?vw? = 8100, esto es, uvw =
+90. Combinando este resultado con cada una de estas ecuaciones en (7), obten-

emosu=3,v=6,w=5ou=-3v=—6w=-—5. Luego
U+Z - 3) y‘I‘Z - _3)
z+x = 6, 0 z4+Xx = —6,
XxX+y = 5) X+y = _5)

dedondex =4, y=1,z=20x=—4, y=-1, z=-2..
Problemas
Problema 5.1 Resolver
N EEE LR
a x a b

Problema 5.2 Resuelva
(x—=7)(x—=3)(x+5)(x+ 1) =1680.
Problema 5.3 Resuelva
xtFxP—ax?x+1=0.
Problema 5.4 Resolver la ecuacién

|X o 3|(x278x+15)/(x72] —1.

Problema 5.5 Resolver la ecuacién

2
XO.S Iog\/;(x —x) _ 3Iog9 4.

Problema 5.6 Resolver la ecuacién

zsin2 X + 5. 2cos2 X _ 7.




41

2

2x =1 —sin*x

Pista: cos

Problema 5.7 Resolver la ecuaciéon
5 5
log 3 <cosx + %) + logy /3 <cosx — %) = 2.

Problema 5.8 ; Cudntas soluciones reales tiene la ecuacién

sinx = Inx?

Problema 5.9 Resolver la ecuacién

x4+ 1 — x| +3x =1 —2|x — 2| =x + 2.

Problema 5.10 Hallar las raices reales de

Vx43—4vx—T1+Vx+8—6vx—1=1.

Problema 5.11 Resolver la ecuacién

6x* — 25x3 + 12x%2 + 25x + 6 = 0.

Problema 5.12 Una progresién geométrica de nlimeros reales satisface que la
suma de sus primeros cuatro términos es 15 y la suma de los cuadrados de estos
términos es 85. Hallar esta progresion.

Problema 5.13 Resolver la ecuacién

x(2x + 1)(x — 2)(2x — 3) = 63.

Problema 5.14 Hallar el valor de

V30-31-32-33+1.

Problema 5.15 Si la ecuacién

hiciere sentido, hallar el valor de x.
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Problema 5.16 Si la ecuacién

\/X+\/X+ X+ =2

hiciere sentido, hallar el valor de x.

Problema 5.17 Resolver la ecuacién

X+ vx2—1 +x—\/x2—1 B
Xx—VxXE—T x+vx2—1

Problema 5.18 Sean a,b, c constantes reales con abc # 0. Resolver el sistema
de ecuaciones

98.

Problema 5.19 Resolver el sistema
log,x + log,y + log, z = 2,
logsx 4 logoy + logoz = 2,
log,x + loggy + loggz = 2.
Problema 5.20 Resuelva el sistema
x>+ 3x%y +y® =8,

23— 2%y +xy?=1.
Pista: Ponga y = mx y divida las ecuaciones asi obtenidas. Resuelva para m.

Problema 5.21 Encuentre una solucién real para la ecuacion

(x2—9x — 110 +99x1° = 10x7(x* — 1).

Pista: Escriba la ecuaciéon como

(X2 =9 — 110 —10x" (x> — 9% — 1) + 9x'° = 0.
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Problema 5.22 Resolver el sistema de ecuaciones

x? —yz = 3,
y? —zx = 4,
z2 —xy = 5.

Problema 5.23 Resolver el sistema
2x4+y+z+u=-1
x+2y+z+u=12
x+y+2z4+u=>5
Xx+y+z+2u=-1

Problema 5.24 Resolver el sistema de ecuaciones

X 4+x+y=38,
Y2+ 2xy +z = 168,

2% 4+ 2yz + 2xz = 12480.

Problema 5.25 Hallar las raices reales de la ecuacidn

\/x—l—Z x+2\/x+---+ZVX—|—2\/3T<:x.

N
n  radicales

Problema 5.26 Resolver la ecuacién

Aqui la expresién de la fraccidn se repite n veces.
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Problema 5.27 Resolver el sistema

Xx+24+y+3+(x+2)(y+3) =39,
(x+2)%+ (y+3)°+ (x+2)(y +3) =741.
Pista: Ponga w=x+ 2,v =y + 3. Divida una ecuacién por la otra.
Problema 5.28 Resolver el sistema de ecuaciones
xT 4yt =82,
x—y=2.

Pista: Ponga u=x+y,v=x—y.
Problema 5.29 Resolver el sistema de ecuaciones

x1x2=1, xox3 =2, ..., Xj00X101 = 100, X701%7 = 101.

Problema 5.30 Resuelva para x

\/x+\/x+11+\/x+\/x—1 =4,

Problema 5.31 Dos estudiantes trataron de resolver la ecuacién cuadratica x>+
bx+c = 0. Maguer ambos estudiantes ejecutaron todos los pasos correctamente,
el primero copié mal el coeficiente b y obtuvo las soluciones x = —6,1. El
segundo copié mal ¢ y obtuvo las soluciones x = 2, 3. j Cudles son las soluciones
correctas?




Capitulo

ldentidades algebraicas

Una de las identidades mas dtiles en la resolucién de problemas es la diferencia
de cuadrados

¥ —yr=(x—y)lx+y).

Muchas expresiones se pueden factorizar si se convierten en diferencias de cuadra-
dos. Por ejemplo

(x2+y?)? — (xy)?
= (x*—xy +y?)(x*+xy +y?).
También
at*+4v* = a*+4a*b? +4b* — 4a?b?
= (a?+2b?)?— (2ab)?
= (a?—2ab + 2b?)(a? + 2ab + 2b?)
Otra identidad 0til es la de diferencia de cubos

Xy’ = (x£y)(xX* Fxy +y?).

Si m es un entero positivo tenemos en general el siguiente teorema, cuya de-
mostracién dejaremos a cargo del lector.

Teorema 6.0.1 Sea n un entero positivo. Entonces

Xn_yn _ (x—y)(x“q +anzy _}_anSyZ_f_ L. _|_Xyn72_}_ynf1).
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Corolario 6.0.1 Sean x, y enteros con x # Yy y sea n un entero positivo. En-

tonces x —y divide a x™ —y™.

Por ejemplo, sin necesidad de hacer calculos, el corolario anterior nos dice que
781 = 1996 — 1215 divide a 1996° — 1215,
Otros resultados utiles son los siguientes

Teorema 6.0.2 Si n es un entero positivo impar

Xn+yn — (X—I—y)(x“_1 _Xn—2y+xn—3y2_xn—4y3+. . ‘+X2yn—3_xyn—2_|_yn—1).

Corolario 6.0.2 Sean x, y enteros con x # Yy y sea n un entero positivo impar.
Entonces x 4+ y divide a x™ +y™.

Por ejemplo 129 = 27 + 1 divide a 23" + 1y 1001 = 1000 + 1 = 999 + 2 =
-++ =500+ 501 divide a

]1997 + 21997 4ot 10001997.
Ejemplo 6.0.50 Si a>+b?> =1y ab =2, halle (a +b)? (a—Db)? a*+ b*

Solucién: Tenemos
(a+b)*=a’+b*+2ab =5,

(a—b)?>=a’+b*—2ab=-3,
a* +b* = (a® + b%)? — 2a’b? = —7.

Ejemplo 6.0.51 Hallar todos los primos de la forma n3 — 1, donde n es un
entero positivo.

Solucién: Comon®—1 = (n—1)(n?+n+1)ycomon?+n+1 > 1, deberemos
tener n — 1 = 1. Luego el tinico primo de la forma deseada es 23 — 1 =7.

Ejemplo 6.0.52 Demostrar que el tinico primo de la forma n* + 4 es el 5.

Solucién: Podemos restrinjirnos a enteros positivos. Vemos que

n'+4 =nt+an?+4—4n? = (n?4+2) - (2n)? = (2 —2n+2)(n*+2n+2).
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Si este producto es un nimero primo entonces el factor mas pequefio debe ser
igualal. Asin?—2n+2=1,0sea (n—1)2=0, esto es n = 1. Asi, el tinico
primo de esta forma es 14 +4 =5,

Ejemplo 6.0.53 Dado que 1979 es primo, demostrar que si

E_]_|_1_|_1_|_ _|_L
b 23 1978

entonces 1979 divide a u.

Solucién: Rearreglemos la suma de la siguiente manera

(o) + Q)
+<§+T76) o (@"‘W) 1979 1979 1979
1.1978 t e oot 989-990°

Al sumar todas las fracciones arriba en la derecha , vemos que el denominador
divide a 1978!. Como 1979 es primo, ningtin factor de 1978! cancela al 1979 del
numerador. Luego, 1979 divide al numerador de la fraccion.

Ejemplo 6.0.54 Demostrar la siguiente identidad de Catalan:

g oty v o1 b
2 3 4 2n—-1 2n n+1 n+2 2n’

Solucién: La cantidad de la izquierda es

(T+I+3+1+ 5+ 5)
2(3 ittt )

— 1 1 1 1 1

= 1+§+%+1—1+1 ]+$+2—n)

= (T +3+3+t+mgt3)
—(1+3+3+3++1

— 1 1 1

= watwe T T

como queriamos demostrar.

Ejemplo 6.0.55 Sitanx+cotx = a, exprese tan3 x4 cot®x como un polinomio
en a.
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Solucién: Primero observemos que
a’ = (tanx + cotx)? = tan®x + cot®x + 2,
de donde a? — 2 = tan?x + cot?x. Asf
tan3 x + cot® x = (tanx + cot x)(tan?x — tan x cot x + cot’x) = a(a’® — 3).
Ejemplo 6.0.56 Factorizar
T+x+x>4 - +x%

Solucién: Pongamos S =1+ x +x? + - - - + x%. Entonces xS = x + x? + x> +
x84 x8 =S — 1+ %% De aqui

Thx x4 px®0=2
x—1
Luego
X =1 xF—1 x¥—1 x7—1 x3—1
x—1 x7—-1 x2—1 x3—-1 x—1"
Por lo tanto

THx4+x2 4+ X0 = 0T+ xZ + (XX + D (xC+ 3+ 1) (2 +x+1).
Ejemplo 6.0.57 Hallar la raiz cuadrada de
5+ 2v6.
Solucién: Observe que
542V6=34+2V2-34+2=(V2+V3)%

Luego

V5+2V6=V2+ V3.

Ejemplo 6.0.58 Simplificar

1 1 1 1
itz Vir v T vsrva T ey vioo
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Solucién: ComoT=n+1—-—n=(vyn+1—yn)(vn+1+ /1), entonces
1

— = y/n+1- )
vn+vn+1 n vn
Por lo tanto
1 _
Viva o v2-v1
VIV = V3-V2
V3+/4 VA—v3
1 _
V/99-+/100
y asi

—
o
o
|
I+
0

1 1 1
Y VA, BRY RV RV, BN RV T

Ejemplo 6.0.59 Demostrar que para todo entero positivo n, la expresién

=100 — V1 =9.

2903™ — 803™ — 464™ 4 261™
es siempre divisible por 1897.

Solucién: Por el Teorema 6.1, 2903™—803™ es divisible por 2903—803 = 2100 =
7-300y 261™—464™ es divisible por —203 = (—29)-7. Por lo tanto, la expresion
es divisible por 7. Ademas 2903™ — 464™ es divisible por 2903 — 464 = 2439 =
9.271y —803™+261™ es divisible por —803+261 = —542 = —2-271. Asi pues,
como la expresion es divisible por 7 y por 271 y como estos son relativamente
primos, la expresion es pues divisible por 7 - 271 = 1897.

Problemas

Problema 6.1 Dado que 987789% = 975727108521, halle el valor de 9877902
Problema 6.2 Halle a®+ a° dado que a? + a2 =4.

Respuesta: 52
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Problema 6.3 Demostrar que el entero

11...11
—
221 1's

es compuesto.
Problema 6.4 Demostrar que 7 divide a

22225555 4 55552222,

Pista:
22225555 4 55552222 — (22225555 + 45555) + (55552222 _42222) o (45555 _42222).
Problema 6.5 Demostrar que 100 divide a 1170 — 1.

Problema 6.6 Demostrar que 271958 — 108878 + 101528 es exactamente divis-
ible por 26460.

Problema 6.7 Demostrar que si k es un entero positivo impar
14254 4k

es divisible por
14+2+--+n.

Problema 6.8 Demostrar que 1492™ —1770™ — 1863™ + 2141™ es divisible por
1946 para todo entero positivo n.

Problema 6.9 Dividir x'?8 — 42 por

(x +y) 0 +y?) (¢ +uH) (¢ + y®) (10 (2 + Y (x +y ™).
Problema 6.10 Halle la suma de los factores primos de 21 — 1.

Problema 6.11 Dado que 1002004008016032 tiene un factor primo p > 250000,
hallelo.




51

Problema 6.12 Si a® — b3 =24,a — b = 2, halle el valor de (a + b)?.

Problema 6.13 Hallar

V1T +V72.

Problema 6.14 Hallar

V10 + 4iV6.

Problema 6.15 Evalie la suma

1 1 1
+ + :
VI+V2+ V4 VA+V6+V9 94+ Y12+ 16

Problema 6.16 Factorice 14+ x + xZ+ x3 4 - -+ + x°%.

Problema 6.17 Expandir el producto

(T4+x)(T+x2)(1T+xH (1T +x3) - (1 4+ x4,

Problema 6.18 Demostrar que si 2™ — 1 es un ndmero primo, entonces N es
un nimero primo. Primos de esta forma se llaman primos de Mersenne.

Problema 6.19 Demostrar que si 2™ + 1 es un nimero primo, entonces 1 es
una potencia de 2. Primos de esta forma se llaman primos de Fermat.

Problema 6.20 Demuestre que

a’+b*+c?—ab—bc—ca==((a=b)*+(b—c)*+(c—a)?).

N =

Problema 6.21 Demostrar que
a®+b3+c>—3abc =(a+b+c)(a?+ b’ +c?>—ab—bc—ca).
Problema 6.22 Demostrar que

(x +y)® —x°>—y°® =5xy(x +u) (x> + xy +y?).
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Problema 6.23 Demostrar que
(x+a)’ —x"—a’ =7xa(x + a)(x* + xa + a?)%.
Problema 6.24 Demostrar que
A — x990 4 (8888 17777 1

es divisible por B=x7 +x8+x" + - +x?2+x+ 1.

Problema 6.25 La diferencia
V57 — 40v/2 — /57 + 402

es un entero. Hallelo.




conso |
Capitulo

| os enteros

Una de las propiedades mas tiles de los enteros es la expresada por el algoritmo
de division:

Teorema 7.0.3 Algoritmo de divisidn Sean a, b enteros con a > 0. Entonces
existen enteros q y r con

b=aq+r, 0<r<a.

Por ejemplo, 39 =4 -9+ 3. Vemos pues que el algoritmo de divisién discrimina
a los enteros segtn el residuo que dejan al ser divididos por a. Por ejemplo, si
a = 2, descomponemos a los enteros en las dos familias

Ao=1{..—4,-2,024,..1

Ay ={..,—5-3,—-1,1,3,5,...5

Asi pues todo entero es de la forma 2k o 2k + 1. Observe que todo entero de
la forma 2k+1 es también de la forma 2t—1. Si a = 4 entonces descomponemos
a los enteros en las cuatro familias

Bo=1{..,—8-4,0,4,8,...),
By={..,-7,-3,1,509,...),
B,=1{..,—6,-2,2,610,...},
By={..,—5-1,3,7,11,...}
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Asi pues, los enteros son de la forma 4k,4k + 1,4k + 2 o 4k + 3. Observe que
todo entero de la forma 4k + 1 es también de la forma 4t — 3 y que todo entero
de la forma 4k + 3 es también de la forma 4t — 1.

Ejemplo 7.0.60 Sea 1 el residuo cuando 1059,1417 y 2312 se dividen por d >
1. Halle el valor de d — .

Solucién: Por el algoritmo de divisidn, existen enteros (1, g2, q3 con 1059 =
dq; + 17,1417 = dq, + r y 2312 = dqs3 + r. Restando obtenemos 1253 =
d(gs — q1),895 = d(q3 — q2) y 358 = d(q2 — q1). Como 7 - 179, 895 =
5-179,358 = 2-179, vemos que d = 179. Como 1059 =5-179+164, r = 164.
Finalmente, d — r = 15.

Ejemplo 7.0.61 Demostrar que el cuadrado de todo entero es de la forma 4k
o de la forma 4k + 1.

Solucién: Si el entero es par, es decir de la forma 2a, su cuadrado es (2a)? =
4a?, que es de la forma 4k. Si el entero es impar, digamos 2t 4 1, entonces
(2t +1)2=4(t> +1) + 1, que es de la forma 4k + 1.

Ejemplo 7.0.62 Demostrar que ninglin entero en la sucesién
1,111, 1111, 11117, ..

es el cuadrado de un entero.

Solucién: Como es obvio que 11 no es un cuadrado, nos ocuparemos de los
demas enteros en la sucesién. Para n > 2,

11...1=11...1100+12—-1=100-11...11+12 1.
—_—— == —

n 1’s n—2 1’s n—2 1’s

Asi pues, todo nimero en esta sucesion es de la forma 4k—1. Pero por el gjercicio
anterior, 4k — 1 no puede ser el cuadrado de ningln entero. Esto completa la
demostracion.

Ejemplo 7.0.63 Demuestre que n? + 23 es divisible por 24 para un nimero
infinito de nimeros n.
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Solucién: Tenemos que n?+23=n?—1+4+24=(n—1)(n+ 1) + 24. Luego,
las familiasn =24m + 1, m = 0,£1,4+2,+3,... producen infinitos valores de
n? + 23 que son divisibles por 24.

Ejemplo 7.0.64 Demostrar que todos los enteros en la sucesién

49,4489,444889, 44448889, 44 ... 4488 ...889
—

n 4’s n—1 8’s
son cuadrados.
Solucién: Observe que
44.;1:4488.]..8,889 = 44..4.,4410 —|—88.].£8-10+9

S(10m—=1)- 10"+ 2. (0™ —1)-10+9
107+ 3 10m+ ]
(2-10™+1)?

. 2
2 10;+1>

AN 0| =0l Aol

Nos falta demostrar que esta dltima cantidad es entera, esto es, que 3 divide a
2-10"+1=200...001. Pero la suma de los digitos de esta ultima cantidad
on + 00 1 OOO u igi alti i

n— ’s
es 3, y por lo tanto este entero es divisible por 3.

Ejemplo 7.0.65 Demostrar que el cuadrado de todo primo mayor que 3 deja
residuo 1 al ser dividido por 12.

Solucién: Sip > 3 es primo, entonces p es de la forma 12k + 1,12k +5. Ahora
bien
(12k + 1)% = 12(12k* 4+ 2k) + 1

(12k £ 5)2 = 12(12k* £ 10k + 2) + 1.

Esto demuestra la asercidn.

Ejemplo 7.0.66 Demostrar que si ambos p y 8p—1 son primos, entonces 8p+1
es compuesto.
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Solucién: Sip =3, 8§p—1 =23y 8p + 1 =25, luego la aseveracién se cumple
parap=3.Sip>3 pesdelaforma3k+103k+2.Sip=3k+1, 8p—1=
24k — 7y 8p + 1 = 24k — 6, que es divisible por 6 y por lo tanto no es primo.
Sip=3k+2, 8 —1=24k— 15 no es primo.

Ejemplo 7.0.67 Demostrar que si n es un entero positivo tal que 2n+ 1 es un
cuadrado, entonces n + 1 es la suma de dos cuadrados consecutivos.

Solucién: Como 2n +1 es un cuadrado impar, tenemos 2n + 1 = (2t + 1) para
alguin entero t. Resolviendo para n,

2t+1)2—1
n:%:hﬁ%t.

Luego n + 1 =t%+ (t + 1)?, la suma de dos cuadrados consecutivos.

Ejemplo 7.0.68 Demostrar que si 3n+ 1 es un cuadrado, entonces n+ 1 es la
suma de tres cuadrados.

Solucién: Es claro que 3n+ 1 no es un miiltiplo de 3, luego 3n+1 = (3k+1)2.
De aqui

(Bk+1)2—1
3

como queriamos demostrar.

n+1l= +1=3K>+2k+ 1=K+ K2+ (k£ 1)?

Ejemplo 7.0.69 Hallar todos los enteros con digito inicial 6 tales que si se les
suprime este digito incial,el numero resultante es 1/25 del nimero original.

Solucién: Sea x el entero buscado. Entonces x = 6 - 10™ +y donde y es un
entero positivo. La condicién del problema estipula que

1 n

o sea, Ion
=—— =25.10""2
VT
Esto requiere n > 2 y por lo tanto y = 25,250, 2500, 25000, etc.. Luego

x = 625, 6250, 62500, 625000, etc..
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Ejemplo 7.0.70 Sea A un entero positivo y A’ sea el entero positivo resultante
de alguna permutacién especifica de los digitos de A. Demostrar que si A+A’ =
10'° entonces A es divisible por 10.

Solucién: Claramente, A y A’ deberdn tener 10 digitos cada uno. Pongamos
pues
A= 10090g ... A1

A’ = b1obebs... b1,

donde ay, by, k =1,2,...,10 son los digitos de A y A’ respectivamente. Ahora,
como A+ A’ = 10000000000, deberemos tener que a1 +by =a,+by,=--- =
a; + bi =0 Yy

i1 +biyy1=10,ai2+by2=--=ap+bip=9,
para algtn subindice 1,0 < 1 < 9. Note que si 1 = 9 no hay ninguna suma
de las aiy2 + bij2,ai43 + biys,... y sii = 0 no hay ninguna suma de las
aj +b1,...,ai+bi.
Sumando,

ar+bi+az+by+--+aitbitai+bigt+ - +antbio=10+9(9-1).

Ahora bien, si 1 es par, 10+ 9(2 — 1) es impar y si i es impar 10+ 9(9 —1) es
par. Pero como

aj+a,+---+ayp=b;+by+---+ by,
tenemos
a;+bi+artbot: - +ai+bitai+bipt+ - +ajotbio = 2(ar+az+ - +aqo),

un entero par. Colegimos que 1 es impar, lo que necesariamente implica a; =
b; =0, esto es, Ay A’ son ambos divisibles por 10.

Ejemplo 7.0.71 ; Cudntos ceros hay al final de 99917

Solucién: El nimero de ceros estd determinado por la potencia mayor de 10 que
divide a 999!. Como hay menos muditiplos de 5 en {1,2,...,999} que miultiplos
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de 2, el nimero de ceros esta pues determinado por la potencia mayor de 5 que
divide a 999!. Esta es

999 999 999 999
7 =1 24+7+1="24e.
9] (9] 2] 2] <30 71 =

Por lo tanto, 999! termina en 246 ceros.

Ejemplo 7.0.72 La suma de enteros positivos es 1996. ; Cual es el valor maximo
de su producto?

Solucién: Tenemos enteros positivos ai, dz,...,d, CON a1+ Ay + -+ + Ay, =
1996. Es claro que para maximizar a;a;--- a,, ninguna de las ay's puede ser
igual a 1. Demostraremos que para obtener un producto maximo deberemos
tener la mayoria de las ax = 3 y a lo sumo dos a; = 2. Supongamos que a; > 4.
Si substituimos a; por los dos términos a; — 3 y 3 la suma no se afecta, pero el
producto incrementa pues a; < 3(a; — 3). Asi pues las ay's son iguales a 2, 3 6
4. Perocomo2+4+2+2=3+3y2x2x2<3x3,sihaytresomis?2's, los
podemos substituir con 3's. Como 1996 = 3(665) +1 = 3(664) +4, el producto
maximo es pues 3°%* x 4.

Ejemplo 7.0.73 Demostrar que el producto de cuatro enteros consecutivos es
siempre divisible por 24.

Solucién: Sean n — 1, n,n+ 1,n + 2 los cuatro enteros consecutivos. Uno de
ellos es divisible por 3, uno de ellos es de la forma 4k (y por lo tanto divisible
por 4) y otro de ellos es de la forma 4a + 2 (y por ende divisible por 2). Luego
el producto es divisible por 3 x 4 x 2 = 24,

Ejemplo 7.0.74 Demostrar que el producto de cuatro enteros consecutivos,
diferentes de 0, jamds es un cuadrado.

Solucién: Seann — 1,n,n+ 1,n + 2 cuatro enteros consecutivos. Entonces su
producto P es

P=(m—Inm+1)n+2)=n>—n)n+2)=n*+2n>—n?—-2n.
Ahora bien,

M 4+n—1 =n"+2n>—n? —2n+1=P+1>P.
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Como P # 0y P es 1 mas que un cuadrado, P no puede ser un cuadrado.

Ejemplo 7.0.75 Hallar todos los enteros positivos de la forma

1
T+,
T

donde r es un nimero racional.

Demostraremos que la expresiéon r + 1/r es entero sélo cuando r = 1, en cuyo

caso 1+ 1/r = 2. Sea pues

1
r+ - =Kk,
T

k un entero positivo. Luego

k+vk?—4
—

Como k es un entero, 1 puede ser entero si y sélo si k> —4 es un cuadrado de la
misma paridad que k. Ahora, si k > 3,

T =

(k—1)?<k?*—4 <K

esto es, k? — 4 esta entre dos cuadrados consecutivos y por lo tanto no puede
ser un cuadrado. Sik =1, vkZ—4 noesreal. Si k =2,k —4 = 0. Luego,
r+1/r =2, estoes, r = 1. Esto termina la demostracion.

Ejemplo 7.0.76 ;Para cudntos enteros nen {1,2 3,...,100} es el digito de las
decenas de n? impar?

Solucién: En el subconjunto {1,2,...10} hay sélo dos valores de n (4 y 6) para
los cuales el digito de las decenas de n? es impar. Ahora bien, (n + 10)? =
n? +20n + 100 tiene la misma paridad en su digito de las decenas que el digito
de las decenas de n?. Luego, hay 2 x 10 = 20 enteros n para los cuales se verifica
la condicién prescrita.

Problemas

Problema 7.1 Sea a el entero
a=111...1
—
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y sea b el entero
b=1000...05.
—_—

m—1 0’s

Demostrar que ab 4 1 es un cuadrado perfecto.

Problema 7.2 Demostrar que el cuadrado de un entero es de la forma 3k o
3k + 1. Luego demostrar que si los lados de un tridngulo rectangulo son enteros,
entonces 3 divide a alguno de los lados.

Problema 7.3 Hallar la suma

S5+55+5855+---+35...5.

n 5’s
Problema 7.4 ;Qué digitos aparecen en el producto

. ?
3...3:6...6¢

—_—
666 3's 666 6's

Problema 7.5 Demostrar que no existe ningtin entero con la propiedad de que
si su digito inicial se suprime, el entero resultante es 1/35 del entero inicial.

Problema 7.6 ;Cual es la potencia mayor de 7 que divide a 1000!7

Problema 7.7 Demostrar que la suma de todos los enteros de n digitos, n > 3,
es

49499 ...95500...0.

n—3 9’s n—2 0’s

Problema 7.8 Demostrar que para todo entero positivo n,

es un cuadrado.
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Problema 7.9 Demostrar que para todo ndmero a # 0, a # +iv/3 se verifica
la férmula de Reyley (1825):

L (9 +450°—81a®+27)° (—a’+30a> -9\ (—6a’+18a)’
- 6a(a? + 3)2 6a(a?+ 3) (a2 +3)2

Si a es racional, esto demuestra que todo nldmero racional puede expresarse como
la suma de tres cubos de nimeros racionales.

Problema 7.10 Demostrar que para n > 2, la expresién

nd4+ (n+2)3
4

€s un entero compuesto.
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Capitulo

Aritmética modular

Comenzaremos primero con la siguiente definiciéon. Si a # 0 es un entero,
decimos que a divide al entero b (escrito alb) si existe un entero k con ak = b.
Por ejemplo, 11|99 porque 11 -9 = 99.
Las siguientes propiedades de divisibilidad son obvias. Sean a,b,c,x,y en-
teros. Entonces
ab # 0, alb, blc = alc (8.1)

Por ejemplo, 11|99 y 33|330 implica que 11|330.
a #0,alb, alc = al(xb + yc) (8.2)

Por ejemplo, 7|21 y 7|49 implica que 7 divide a 3 - 21 —2-49 = —35.

Si a no divide a b escribimos a /b. Note ademads que alc, b|c no necesariamente
implica que ab|c. Por ejemplo, 2|6, 6|6 pero claramente 12 =2-6 Jb.

Dado un entero n > 2, el algoritmo de division distribuye los enteros en una
de n clases dependiendo del residuo que deje el entero al ser dividido por n. Si
u y v dejan el mismo residuo al ser divididos por n, o de manera equivalente, si
u — v es divisible por n, entonces decimos que u y v son congruentes médulo n
y escribimos u = v mod n. Por ejemplo, 3 =13 = 26 = —7 mod 10.

Notamos de paso que si u = v mod m, entonces u = v + an para algin
entero a. Por ejemplo, 3 =24 mod 7y 3 =24 + (—3)7.

El siguiente teorema es de suma utilidad.

Teorema 8.0.4 Sean > 2 un entero. Six =y mod ny u = v mod n entonces

ax + bu = ay + bv mod n.
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Demostracion Como n|(x —y), n/(u—v) entonces hay enteros s,t con ns =
x—Y, nt =u—v. Luego

a(x —y) +bu—v) =n(as+ bt),

es decir,
n|(ax + bu— ay — bv).

Esto dltimo es equivalente a

ax + bu = ay + bv mod n.
Corolario 8.0.3 Sean > 2 un entero. Si x =y mod ny u = v mod n entonces
XU = yv mod n.
Demostraciéon Pongamos a = u, b =y en el teorema anterior.

Corolario 8.0.4 Sea n > 1 un entero, x =y mod n y j un entero positivo.
Entonces X’ =y’ mod n.

Ejemplo 8.0.77 Hallar el residuo cuando 6'7% es dividido por 37.

Solucién: 6% = —1 mod 37. Asi pues, 6'7% = 6-6'7%¢ = 6(62)77% = 6(—1)7 =
—6 = 31 mod 37.

Ejemplo 8.0.78 Hallar el residuo cuando
12233 - 455679 + 876533

es dividido por 4.

Solucién: 12233 = 1220043241 = 1 mod 4. De manera semejante, 455679 =
455600 + 76 +3 = 3, 87653 = 87600 +52 4+ 1 =1 mod 4. Asi

12233455679 + 87653 =1-34+13=4 =0 mod 4.

O sea, que 12233 - 455679 + 876533 es divisible por 4.

Ejemplo 8.0.79 Hallar el dltimo digito de 3.
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Solucién: Queremos hallar 3'% mod 10. Observemos que 32 = —1 mod 10.
Luego, 3% = (32)° = (—1)3° = 1 mod 10. Asi, el dltimo digito es el 1.

Ejemplo 8.0.80 Demostrar que 7|(2222%% + 55552222),

Solucién: 2222 = 3 mod 7, 5555 = 4 mod 7y 3°> = 5 mod 7. Ahora bien,
22225555 | 55552222 — 35555 4 42222 — (35)1111 | (42)1111 = 51111 _ 51111 —
mod 7, lo que demuestra la asercién.

Ejemplo 8.0.81 Hallar el digito de las unidades de 77 .

Solucién: Tenemos que hallar 77" mod 10. Ahora bien, como 72 = —1 mod 10,
entonces tenemos 73 = 72-7 = —7 =3 mod 10 y 74 = (7%)> = 1 mod 10.
Ademids, 72 = 1 mod 4 y por lo tanto 77 = (72)3 -7 = 3 mod 4, lo que quiere
decir que hay un entero t tal que 77 = 3 + 4t. Ensamblando todo esto,

77 = 7% = (79,73 = 1.3 = 3 mod 10.
Asi el dltimo digito es un 3.

Ejemplo 8.0.82 Demostrar que 7 divide a 32™*! 4 2™*2 para todo niimero
natural n.

Solucién: Observemos que 32" =3.9"=3.2"mod 7 y 2?2 =4 - 2™ mod
7. Luego
3 42 =7.2" =0 mod 7,

para todo niimero natural n.

Ejemplo 8.0.83 ; Qué digitos debe substituirse por a y b en 30a0b03 de tal
manera que el entero resultante sea divisible por 13 7

Solucién: Como 30a0b03 = 3 + 100b + 10000a + 3000000, observamos que
30a0b03 =3+9b+3a+3 =6+ 9b+ 3a mod 13. Para que 30a0b03 sea
divisible por 13 necesitamos 9b + 3a = 7 mod 13. Aqui claro estd, debemos
tener 0 < a,b < 9. Por inspeccién vemos que a =8,b =1;a =5,b = 2;a =
2,b =3a=9b =5a=6b==6a=3Db=7a=0>b =38 Luego
3080103, 3050203, 3020303, 3090503, 3060603, 3030703, 3000803 son todos
divisibles por 13.
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Ejemplo 8.0.84 Hallar los cuadrados mod 13.

Solucién: Observemos primero que sélo necesitamos cuadrar los enteros hasta 6,
porque 12 = (13 — )% mod 13. Cuadrando los enteros no negativos hasta el 6,
obtenemos 02 = 0,12 = 1,22 =4,3> = 9,42 = 3,5 = 12,6% = 10 mod 13.
Por lo tanto, los cuadrados mod 13 son 0, 1, 4, 9, 3, 12, and 10.

Ejemplo 8.0.85 Demostrar que la ecuacién x> — 5y? = 2 no tiene soluciones
enteras.

Solucién: Si x? = 2 — 5y?, entonces x> = 2 mod 5. Pero 2 no es un cuadrado
mod 5.

Ejemplo 8.0.86 Demostrar la siguiente observacién de Euler: 23241 es divisible
por 641.

Solucién: Observemos que 641 = 27 .5+ 1 = 2* + 5% Luego 27 -5 = —1
mod 641 y 5* = —2* mod 641. Ahora bien, 27 -5 = —1 mod 641 nos da
54.2%8 = (5.27)* = (—=1)* = 1 mod 641. Esta (tima congruencia y 5* = —24
mod 641 nos da —2%- 228 =1 mod 641, lo que significa que 641((23% +1).

Ejemplo 8.0.87 Hallar un nimero infinito de enteros n tal que 2™ + 27 sea
divisible por 7.

Solucién: Observemos que 2' =2,2°=4,23=1,2=2,2>=4,2°=1 mod
7 y asi 23 = 1 mod 3 para todos los enteros positivos k. Luego 23 + 27 =
1+ 27 = 0 mod 7 para todos los enteros positivos k. Esto produce una familia
infinita de enteros n = 3k, k =1,2,... tal que 2™ + 27 es divisible por 7.

Ejemplo 8.0.88 ;Existen acaso enteros positivos x, y tal que x> = 2Y + 157
Solucién: No. Los cubos mod 7 son 0, 1, and 6. Ahora bien, cada potencia de
de 2 es congruente a 1, 2, 6 4 mod 7. Asi pues, 2Y+ 15 = 2,3, or 5 mod 7.

Esto es imposible.

Ejemplo 8.0.89 Demostrar que 2¥ — 5 k = 0,1,2,... nunca deja residuo 1
cuando es dividido por 7.




67

Solucién: 2' =2,22=4,23 =1 mod 7 y este ciclo de tres se repite. Asi pues,
2% — 5 deja residuos 3, 4, 6 6 al ser dividido por 7.

Ejemplo 8.0.90 (UsaMO 1979) Determine todas las soluciones no negativas
(g, na,..., N
de la ecuacién diofantica
ni+n3+--+nj, =1599

de haberlas.

Solucién: No hay tales soluciones. Todas las cuartas potencias mod 16 son o
bien = 0 o bien = 1 mod 16. Esto significa que

4 4
Nyt +ny

es a lo sumo 14 mod 16. Pero 1599 = 15 mod 16.
Usando congruencias y el sistema de numeracién decimal podemos obtener
varias reglas de divisibilidad. La mdas famosa es quizas la siguiente.

Teorema 8.0.5 Regla de los 9’s Un niimero natural n es divisible por 9 si y
sélo si la suma de sus digitos es divisible por 9.

Demostracién Sea n = ai10% 4 a, 1105 " 4 -+ - 4+ a;10 + ag la expansién en
base-10 de n. Como 10 = 1 mod 9, tenemos 10’ = 1 mod 9. Colegimos que
n=al0*+---+a;10+ao = ax+---+aj+ aop, de donde resulta la asercién.

Ejemplo 8.0.91 (AHSME 1992) Los enteros de dos digitos desde el 19 hasta
el 92 se escriben consecutivamente para obtener el entero

192021222324 - - - 89909192.

i Cudl es la potencia mayor de 3 que divide a este nimero?

Solucién: Por la regla de los 9's este niimero es divisible por 9 si y sélo si
19420421+ +92=37%-3

lo es. Por lo tanto, el niimero es divisible por 3 pero no por 9.
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Ejemplo 8.0.92 (Imo 1975) Cuando 4444444 se escribe en notacién decimal,
la suma de sus digitos es A. Sea B la suma de los digitos de A. Hallar la suma
de los digitos de B. (A y B se escriben en notacién decimal.)

Solucién: Tenemos que 4444 = 7 mod 9, y por lo tanto 44443 = 73 = 1 mod
0. Asi 4444%%% = 444430481) . 4444 = 1.7 = 7 mod 9. Sea C la suma de los
digitos de B.

Por la regla de los 9's, 7 = 4444%% = A = B = C mod 9. Ahora bien,
4444 og,, 4444 < 4444 log,,10* = 17776. Esto significa que 44444 tiene
a lo sumo 17776 digitos, asi la suma de los digitos de 4444%% es a lo sumo
917776 = 159984, de aqui A < 159984. Entre los nimeros naturales < 159984
el que tiene la suma maximal de sus digitos es 99999, de donde colegimos que
B < 45. De todos los enteros naturales < 45, 39 tiene la mdxima suma digital,
es decir 12. Asi la suma de los digitos de B es a lo sumo 12. Pero como C =7
mod 9, se sigue que C =7.

Las congruencias mod 9 a veces pueden ser usadas para verificar multiplica-
ciones. Por ejemplo, 875961 - 2753 # 2410520633, ya que si esto fuese cierto
entonces

(8+7+5+9+6+1)(24+74+54+3)=24+44+14+04+54+24+0+6+3+3 mod 9.

Pero esto dice que 0 - 8 = 8 mod 9, que es patentemente falso.

Se puede establecer un criterio de divisibilidad por 11 de una manera seme-
jante. Sean = a, 10%+ay_110% "+ - -+a;104+ao. Como 10 = —1 mod 11, ten-
emos 10' = (—1)) mod 11. Porlotanton = (—1)*ax+(—1)*Tay_1+---—a;+
ap mod 11, o sea, n es divisible por 11 si y sélo si la suma alternante de sus digitos
es divisible por 11. Por ejemplo, 912282219 = 9—1+4+2—-248—-24+2—-14+9=7
mod 11 y asi 912282219 no es divisible por 11, mientras que 8924310064539 =
8§—94+2—44+3—-140-046—44+4—3+9 =0 mod 11, y asi 8924310064539
es divisible por 11.

Problemas

Problema 8.1 Si 62ab427 es un miiltiplo de 99, hallar los digitos a y b.

Problema 8.2 Demostrar que un nimero natural es divisible por 2" n =1,2 3, ...

si y sélo si el nimero formado por sus dltimos n digitos es divisible por 2™.
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Problema 8.3 Hallar el dltimo digito de

2333333334 - 9987737 + 12 - 21327 + 12123 - 99987.
Problema 8.4 Demostrar que la ecuacién
x? +3xy —2y* =122

no posee soluciones enteras.

Problema 8.5 Hallar cudntas n,1 < n < 25 poseen la propiedad que n? +
15n + 122 es divisible por 6.

Pista: n?+15m +122=n?+3n+2=(n+1)(n+2) mod 6.
Problema 8.6 Demostrar que en cualquier subconjunto de 55 elementos toma-

do del conjunto {1,2,3,...,100}, siempre se encontrardn dos elementos que
diferiran por 9.

Problema 8.7 (AIME 1994) La sucesién creciente
3,15,24,48, ...,

consiste de aquellos mutiplos de 3 que son uno menos de un cuadrado. ;jCudl es
el residuo cuando el 1994avo término de esta sucesién se divide por 10007

Respuesta: 63

Problema 8.8 Demostrar que para cualesquiera a,b,c € Z,n € N;n > 3,
existe un entero k tal que n f(k+a),n f(k+b),n f(k+c).

Problema 8.9 (AIME 1983) Sea a,, = 6™+ 8™. Determine el residuo cuando
ag3 se divide por 49.

Problema 8.10 Demostrar que si 9/(a®+b3+c3), entonces 3|abc, para enteros
a,b,c.

Problema 8.11 Describa todos los enteros 1 tal que 10" + 1,
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Problema 8.12 Demostrar que si
a—b,a*—b%a’—b’a’—b ...

son todos enteros, entonces a y b son también enteros.
Problema 8.13 Hallar los tltimos dos digitos de 3'%°.

Pista: Demuestre primero que 32° = 1 mod 100.
Problema 8.14 (AusME 1992) ;Cudl es el tamafio del subconjunto mayor S
de {1,2,...,50} tal que ningln par de elementos distintos de S tenga una suma

divisible por 77

Problema 8.15 Demostrar que la ecuacién x?> — 7y = 3 no tiene soluciones
enteras.

Problema 8.16 Demostrar que si 7|a? + b? entonces 7|a y 7|b.

Problema 8.17 Demostrar que no hay enteros con

800000007 = x% + y* + z%.

Problema 8.18 Demostrar que la suma de los digitos, en notacién decimal, de
un cuadrado, no puede ser igual a 1991.

Problema 8.19 Demostrar que
7147 + 22" 41

para todos los nliimeros naturales n.
Problema 8.20 ; Cudntos cuadrados hay mod 2™7

Problema 8.21 Demostrar que los no-miiltiplos de 3 son potencias de 2 mod
3m.
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Problema 8.22 (UsaMo 1986) ;jCual es el menor entero n > 1, para el cual

n

es un entero?

Problema 8.23 Hallar todos los enteros a,b,a > 1 y todos los primos p, q,r
que satisfacen la ecuacién
pa — qb + ra

(a,b,p, g, no son necesariamente diferentes).

Problema 8.24 Sin > 1 es un entero, demostrar que n™ —n? +n — 1 es
divisible por (n — 1)2.

Problema 8.25 (PurNAM 1952) Sea

f(x) = Z apx™
k=0

un polinomio de grado n con coeficientes enteros. Si ag, a,, y f(1) son todos
nones, demostrar que f(x) = 0 no tiene raices racionales.

Problema 8.26 (AHSME 1991) Un entero de n digitos es lindo si sus n digitos
son una permutacién del conjunto {1,2,...,n} y sus primeros k digitos forman
un entero que es divisible por k para toda k,1 < k < n. Por ejemplo, 321 es
lindo de tres digitos ya que 1 divide a 3, 2 divide a 32 y 3 divide a 321. ; Cuantos
enteros lindos de seis digitos hay?

Respuesta: 2.

Problema 8.27 Un viejo recibo esta algo borroso. Dice que 88 pollos costaban
un total de $x4.2y, donde x, y son digitos ilegibles. ; Cudnto costaba cada pollo?

Respuesta: 73 centavos.

Problema 8.28 Demostrar que un entero que consiste de 3™ digitos idénticos
es divisible por 3™
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Capitulo

Polinomios

Recordemos que un polinomio es una expresion de la forma
_ 2 n
p(x) =ao+ arx + ax“+--- 4+ ax™

Aqui los coeficientes ay de p(x) pueden ser cualquier nimero complejo. Si las
ay's pertenecen exclusivamente al conjunto de los niimeros enteros diremos que
p(x) € Z[x]. Silas ay's son nimeros reales entonces escribiremos p(x) € R[x].
Finalmente, escribiremos p(x) € C[x] si las ay's son niimeros complejos.

Ejemplo 9.0.93 Hallar la suma de todos los coeficientes obtenidos luego de
expandir y simplificar el producto

(1 —x2 +xM1%(2 — 6x + 5x7)1%%.

Solucién: Pongamos
p(x) = (1 —x*+xM"1%7(2 — 6x + 5x7) 7%,

Vemos que p(x) un polinomio de grado 4 - 109 + 2 - 1996 = 18400. Asi pues,
p(x) es también la expresién

p(x) = ao+ arx + azx2 + -t 018400X18400-
Vemos entonces que la suma de los coeficientes de p(x) es
p(1) =ao+ar+az+--+ aiso,
que también es p(1) = (1 — 124+ 19)199(2 — 6 +5)'97¢ = 1. As{ pues, la suma
deseada es igual a 1.
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Ejemplo 9.0.94 Pdngase
(14+x*+x31° = a5+ ayx + axx® + - - - + agoox5.

Hallar:

(A) Qo+ aj;+azx—+az—+---+ aspo-
(B) ap+ax+as+ ag+ -+ aspo.
(C)ar+as+as+az+---+ aze.
(D) ap+ a4+ ag+ a2 + - - - + asoo.
(E) a1+ as+ao+aiz+ -+ azer.

Solucién: Pongamos

D(X) = (1 +X4—|—X8)]Oo = ao+ a1x + (12X2—|— R agooXSOO.
Entonces
(A)
ao+a;+ax+az+ -+ agp=p(1) =3"%.
) (1) +p(=1)
ao+az+a4+a6+“'+asoozp4+2p_ =3'%.
© ) —p(=1)
aptazt+as+az+---+ dze = _zp_ =0.
(D)
1 —1 1 —i
ao+a4+ag+a1z+---+agoo:p()+p( )Ip()-i—p( ):2'3100'
(E)

(1) —p(=1) —ip(i) +ip(—1)
4
Otra propiedad de los polinomios que es a menudo util es el algoritmo de
divisién: si dividimos p(x) por a(x) obtendremos polinomios q(x), r(x) con

=0.

art+as+ag+aiz+ -+ azpr =

p(x) = a(x)q(x) +r(x).

Aqui 0 < grado 1(x) < grado a(x). Por ejemplo, al dividir x> +x*+1 por x2+1
obtenemos

X+ xr 1=+ x> —x—1(x*+1)+x+2,

de donde el cociente es q(x) = x>+ x?>—x — 1y el residuo es r(x) = x + 2.
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Ejemplo 9.0.95 Hallar el residuo cuando (x +3)> 4 (x +2)% 4+ (5x + 9)"777 se
divide por x + 2.

Solucién: Como estamos dividiendo por un polinomio de grado 1, el residuo es
un polinomio de grado 0, es decir, una constante. Asi pues, existe un polinomio
q(x) y una constante T con

(x+3P°+(x+2)°8+5x+9)"" =q(x)(x+2) +r
Si ponemos x = —2 obtenemos
0=(-2+3°+(2+28+5(-2)+9"" =q(-2)(—2+2)+r =T,

de donde el residuo es r = 0.

Ejemplo 9.0.96 Un polinomio deja residuo —2 cuando se divide por x — 1y
residuo —4 cuando se divide por x + 2. Hallar el residuo cuando este polinomio
se divide por x% +x — 2.

Solucién: De la informacién dada existen polinomios q1(x), q2(x) con p(x) =
qi(x)(x —=1) =2y p(x) = ga2(x)(x + 2) — 4. Luego p(1) = =2y p(—2) = —4.
Ahora bien, como x? +x —2 = (x — 1)(x + 2) es un polinomio de grado 2,
el residuo 1(x) al dividir p(x) por x> +x — 1 es de grado 1 o menor, es decir
r(x) = ax + b para constantes a,b que debemos determinar. Por el algoritmo
de divisién

p(x) =q(x)(x* +x—1) +ax +b.

Luego
—2=p(1)=a+b
y
—4 =p(—2) =—2a+0b.
De estas ecuaciones vemos que a = 2/3,b = —8/3. Luego el residuo es r(x) =
2x/3 — 8/3.

Ejemplo 9.0.97 Sea f(x) = x*+x34+x?+x+ 1. Hallar el residuo cuando f(x°)
se divide por f(x).

Solucién: Observe que f(x)(x —1)=x>—1y

f(x°) = xP4+xP4x"04x4+1 = (xP—-1)+(x"=1)+ (x°=1)+ (x°—1) +5.
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Cada sumando en paréntesis es divisible por x> — 1y por ende por f(x). Luego
el residuo es 5.

El algoritmo de division nos ayuda a demostrar el siguiente resultado, a
menudo conocido como el Teorema del factor.

Teorema 9.0.6 Teorema del factor El polinomio p(x) es divisible por x — a
si y sélo si p(a) =0.

Demostracion Como x — a es un polinomio de grado 1, el residuo al dividir
p(x) por x — a es un polinomio de grado 0, es decir, una constante. Asi

p(x) =4q(x)(x —a) + .
De aqui p(a) = g(a)(a —a) + r = r. El teorema se deduce de esto.

Ejemplo 9.0.98 Si p(x) un polinomio cibico con p(1) = 1,p(2) = 2,p(3) =
3,p(4) = 5. Hallar p(6).

un polinomio de grado

Solucién: Pongamos g(x) = p(x) — x. Entonces g(x) es

)(x —2)(x — 3) para alguna
c(4—
te

3y g(1) =9(2) =9g(3) =0. Luego g(x) = c(x —1
constante ¢ que debemos determinar. Pero g(4) =
y g(4) =p(4) —4 =1, de donde ¢ = 1/6. Finalmen

1)(4—2)(4—3) =6c

p(6) =g(6)+6= (6_])(6g2)(6_3) +6=16.

Ejemplo 9.0.99 El polinomio p(x) tiene coeficientes enteros y p(x) = 7 para
cuatro valores enteros diferentes de x. Demostrar que p(x) # 14 para ninglin
entero Xx.

Solucién: El polinomio g(x) = p(x) — 7 se anula para cuatro enteros diferentes
a,b,c,d. Luego, por el Teorema del factor,

g(x) = (x —a)(x =b)(x — c)(x — d)q(x),

para algin polinomio q(x) con coeficientes enteros. Supongamos que p(t) = 14
para algin entero t. Entonces g(t) =p(t)—7 =14 —7 =7. De aqui

7=9(t)=(t—a)(t=Db)(t—c)(t—d)q(t),




r

esto es, hemos factorizado a 7 como el producto de al menos cuatro factores
enteros distintos, lo que es imposible, pues 7 es a lo sumo 7(—1)1 el producto de
tres enteros distintos. De esta contradiccidn colegimos que no existe tal entero
t.

Ejemplo 9.0.100 Hallar un polinomio cibico p(x) que se anule cuando x =
1,2,3 y que satisfaga p(4) = 666.

Solucién: El polinomio debe tener la forma p(x) = a(x—1)(x—2)(x—3), donde
a es una constante. Como 666 =p(4) =a(4—1)(4—2)(4—3) =6a, a=111.
Luego el polinomio deseado es p(x) = 111(x — 1)(x — 2)(x — 3).

Ejemplo 9.0.101 Hallar un polinomio cibico p(x) conp(1) = 1,p(2) =2,p(3) =
3,p(4) =5.

Solucién: Utilizaremos el siguiente método debido a Lagrange. Sea
p(x) = a(x) + 2b(x) + 3c(x) + 5d(x),

donde a(x), b(x), c(x), d(x) son polinomios ctibicos con las siguientes propiedades:
a(l) =1y a(x) se anula para x = 2,3,4; b(2) = 1 y b(x) se anula cuando
x =1,3,4,¢(3) =1yc(3) =1seanulaparax =1,24y d(4) =1, d(x)
anulandose cuando x =1, 2, 3.

Utilizando el método del problema anterior hallamos

(x—2)(x—3)(x —4)

(l(X):— 6 )
bix) = (x—1)(xg3)(x—4))
(x —1)(x—2)(x—4)
c(x) =—
2
y
dlx) = (X—])(X;Z)(X—S)'
Asi :
p(x) ==z (x—2)(x—3)x—4)+(x—T1)(x—3)(x—4)

—§~(x—1)(x—2)(x—4)+5

> g(x—l)(x—Z)(x—?)).
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El lector podra verificar que este polinomio cumple con las condiciones estipu-
ladas.

Por ultimo discutiremos las férmulas de Viete y las identidades de Newton-
Girard. Para introducir el tépico consideremos primero el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9.0.102 Hallar el producto
(x+1)(x—2)(x+4)(x—5)(x+6).

Solucién: Vemos que el producto es un polinomio de grado 5. Para obtener el
coeficiente de x® tomamos una x de cada binomio. Asi pues el coeficiente de x°
es 1. Para formar el término de x* tomamos una x de cuatro de los binomios y
una constante del binomio restante. Asi pues, el coeficiente de x* es

1—-2+4+4-5+6=4.

Para formar el término de x> tomamos tres x de tres de los binomios y dos
constantes de los dos binomios restantes. Asi el coeficiente de x> es

(D(=2) 4+ (1)(4) + (1)(=5) + (1)(6) + (—2)(4) + (=2)(=5) + (—2)(6)
+(4)(—5) + (4)(6) + (—5)(6) = —33.
De manera semejante, el coeficiente de x2 es
(D(=2)(4)+ (M) (=2)(=5)+(1)(=2)(6)+(1)(4)(=5)+(1)(4)(6) +(—2)(4)(-5)

+(=2)(4)(6) + (4)(—=5)(6) = —134

y el coeficiente de x es

(D=2 (=5)+(D(=2) () (6)+(1)(=2)(=5) (6)+(1)(4)(=5)(6)+(=2)(4)(=5)(6) = 172.

Finalmente, el término constante es (1)(—2)(4)(—5)(6) = 240. El producto
pedido es entonces

x° + 4x* — 33x3 — 134x% + 172x + 240.

Del ejemplo anterior vemos que cada término tiene un “peso’ de 5, pues de
cada uno de los cinco binomios o bien tomamos el término de x o bien tomamos
la constante.
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Si Qo 7£ 0 Yy
aox™ + ax™ ' + ax™ 2+ anix + an
es un polinomio con raices «1, &3,..., &, entonces podemos escribir
aox™+ax™ T Hax™ P+ A anxtan = ao(x—a) (x—o) (x—a3) + -+ (x—0tn_1) (x—0tn).

De esto deducimos las férmulas de Viéte:

n
aq
Tag = 2%
k=1

0

az
— = E Oéj Xy,
Qo

1<j<k<n

as
- = E o X X1,
Qo

1<5<k<1<n

(e
— = E oy X X1 K,

a
0 1<<k<l<s<n

Ejemplo 9.0.103 Hallar la suma de las raices, la suma de las raices tomadas
de dos en dos, la suma de los cuadrados de las raices y la suma de los reciprocos
de las raices de la ecuacion

23 —x+2=0.

Solucién: Sean a,b,c las raices de 2x3 — x +2 = 0. Por las férmulas de Viete
la suma de las raices es

0
b :——:O
a+b+c >

y la suma de las raices tomadas de dos en dos es

ab—l—ac—i—bc:T.
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Para hallar a? + b? + ¢? recurrimos a la siguiente identidad

a?+b*+c?=(a+b+c)>—2(ab+ ac+be).

Luego
a?+b2+c2=02-2(—-1/2)=1.
Finalmente, como abc = —2/2 = —1, vemos que
1 1T 1 b+ac+b —-1/2
_+_+_:a ac C: / :1/2
a b ¢ abc —1

Ejemplo 9.0.104 Sean «, (3, las raices de x> — x? +1 = 0. Hallar

—+—+?=(1—a)+(1—[3)+(1—y):3—(oc+[3—|—y):3—1:2.

Conjunto con las férmulas de Viete tenemos las identidades de Newton-Girard
para las sumas de potencias sy = o + o5 + - - + X de las raices:

aps1 +a; =0,

aos2 + ais1 +2a; =0,
aps3 + ajsy; + azsy +3az =0,

etc..
Ejemplo 9.0.105 Si a, b, c son las raices de x> —x? 4+ 2 = 0, hallar
a2+ b2 4 2

ad+bv3+¢3?

at + vt +ct
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Solucién: Primero observamos que

a?+b?>+c?=(a+b+c)?—2(ab+ac+bec)=1*=2(0)=1.

3 =x? — 2, obtenemos

Como x
A+ +t=a?—2+b*-2+c?2-2=a*+b?+c?2—-6=1—6=-5,

Finalmente, de x3 = x2 — 2 obtenemos x* = x3 — 2x, de donde

a*+b*+ct = a®>—2a+b3—2b+c3—2¢c = a3+b3+c3—2(a+b+c) = —5-2(1) = —7.

Ejemplo 9.0.106 (UsaMO 1973) Determine todas las soluciones, reales o
complejas del sistema de ecuaciones

x+y+z=3,
x? +y?+ 2% =3,
X +yP+2° =3.
Solucién: Sean x,y, z las raices del polinomio
p(t) = (t =x)(t —y)(t —2) =t — (x +y +2)t* + (xy +yz + 2x)t — xyz.

Ahora bien, xy +yz+zx = (x +y+2)?/2 — (x*+y*+2%)/2=9/2—-3/2=3
y de

x> +yd+2°—3xyz= (x+y+2z)(x* + y* + z> — xy — yz — zx)
se desprende que xyz = 1. Luego
pt)=t2—3t2+3t—1=(t—1)>.
Luego x =y =z =1 es la nica solucién del sistema anterior.

Problemas
Problema 9.1 Sea

(1T +x+xH)™=ao+ arx+ -+ ayx™

Hallar
Qo+ a+az+ -+ ax.
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Problema 9.2 Demostrar que las tres raices de x> —1 = 0 son w = 1/2 +
iVv3/2,w? =1/2—1V3/2 y w? = 1. Demostrar que w?+ w + 1 =0.
Problema 9.3 Sea

(1 +x*+xM"° = ap+ arx + - - - + agoox*®.
Hallar

Qo+ az+ ag+ -+ + Aazgo.

Problema 9.4 El polinomio p(x) satisface p(—x) = —p(x). Cuando p(x) es
dividido por x — 3 el residuo es 6. jCual es el residuo cuando p(x) es dividido
por x — 97

Problema 9.5 La ecuacién x* — 16x3 4 94x? + px + q = 0 tiene dos raices
dobles. Hallar p + q.

Problema 9.6 (UsaMO 1984) El producto de dos de las raices de
x* —18x 4 kx? + 200x — 1984 = 0

es —32. Determine el valor de k.

Problema 9.7 Si p(x) es un polinomio de grado n tal que p(k) = 1/k, k =
1,2,...,n+ 1, hallar el valor de p(n + 2).

Problema 9.8 Suponga que
XM ax™ T FaxX M an = (x ) (x+12) - (x )
donde 11,T12,..., T, son nimeros reales. Demuestre que

(n — 1)a% > 2na,.

Problema 9.9 Si o4, &, ..., 00 son las raices de
x1%° —10x +10 =0,

hallar la suma

100 100

100
“1 +CX2 +"'+0(,]00.
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Problema 9.10 Hallar un polinomio p(x) de grado 4 con p(1)

Problema 9.11 Sean «, 3,7 las raices de x> —x — 1 = 0. Halle

1 1 1

«”+ B +v°.
Problema 9.12 Los nimeros reales «, 3 safisfacen

o —30? + 50— 17 =0,

B> —3B%+5B + 11 =0.
Halle el valor de o« + f3.

1,p(2) =
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Capitulo

Conteo

A continuacién mostraremos algunas de las técnicas principales de conteo.

Ejemplo 10.0.107 Se marcan n puntos, 1,2,...,n sobre una circunferencia,
que colocamos a igual distancia unos de los otros. Si el punto marcado 15 estd
directamente opuesto al marcado 49, jcuantos puntos hay en total?

Solucién: Los puntos 16, 17, ..., 48 son 33 en total y estdn del mismo lado
del didmetro que une al punto 15 con el 49. Para cada uno de estos hay un
punto correspondiente y opuesto en la circunferencia. Asi pues hay un total de
2-33 4+ 2 =68 puntos en total.

Ejemplo 10.0.108 ;Cuéntos de los factores de 2°° hay que sean mayores que
1,000, 0007

Solucién: Los factores de 2% son 1,2,22%,...,2%. Observemos que 2'° = 1024 y
por lo tanto 22° = 1048576. Luego 2'? = 524288 < 1000000 < 1048576 = 2%°.
Por lo tanto, son los factores 220 22! .. 2% |os mayores de 1000000. Estos
constituyen un total de 95 — 20 4+ 1 = 76 factores.

Ejemplo 10.0.109 ; Cuéntos divisores positivos tiene 2837527 ; Cual es la suma
de estos divisores?

Solucién: Presumiremos conocido el que los enteros naturales se pueden fac-
torizar en factores primos de una manera tnica. Entonces pues, al expandir el

85



86 CAPITULO 10. CONTEO

producto
(T+24+22 4+ + 251 +3+3°+---+37)(1 +5+5%)

obtenemos todos los factores de 283752 y sélo factores de este niimero. Asi
pues, hay tantos factores como términos en el producto. Por lo tanto, hay
(1T+8)(T+9)(1+ 3) =320 factores.
La suma de los divisores la obtenemos sumando las tres series geométricas
anteriores:
27—-1 39—1 531
2—1 3—-1 5-1
En general, sin = p7' - p3?---p&, donde las p’s son primos distintos y si
d(n), o(n) denotan, el respectivamente, el nimero de divisores positivos de n y
la suma de los divisores positivos de n, el razonamiento anterior nos dice que

= 467689684.

dn) = (a1 +1)(az+1)---(as+1)

y
ay+1 1 ay+1 —1 as+1 —1
G(Tl) — p1 .pz pS
p1—1 p2—1 ps— 1

Ejemplo 10.0.110 Para escribir un libro se utilizaron 1890 digitos. ;Cudantas
paginas tiene el libro?

Solucién: Para escribir las primeras nueve paginas, se utilizaron nueve digitos.
Para escribir las 99 — 1041 = 90 péginas entre la 10 y 99 inclusas, se utilizaron
2 - 90 = 180 digitos. Hasta ahora hemos utilizado 189 digitos. Si el libro
llegase hasta la pagina 999, las 999 — 100 + 1 = 900 paginas de tres digitos
utilizarian 3 - 900 = 2700 digitos, que es mucho mas que la cantidad de digitos
prescrita. Asi pues, el nimero de pdginas es un nimero de tres digitos. Nos
quedan 1890 — 189 = 1701 digitos que usar, que nos dan para 1701/3 = 567
paginas mas. Asi pues, contamos 567 pdginas a partir de la 100. Esto quiere
decir que el libro tiene 666 péginas.

Ejemplo 10.0.111 Todos los enteros positivos se escriben en sucesion
123456789101112131415161718192021222324 . ...

i Qué digito ocupa el 206790avo lugar?
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Solucién: Observemos que
1-942-90+3-900 44 -92000 = 38819

y que
1-942-90+3-900 44 - 9000 + 5 - 90000 = 488819.

Por lo tanto, el digito buscado estd entre los niimeros de cinco digitos. Si
5x+38819 > 206790, entonces x > 33595 (el entero x es cuanto nos adentramos
en los nimeros de cinco digitos). Asi pues, para llegar hasta el 206790avo digito
debemos de ir hasta el 33595avo nimero de cinco digitos, es decir 43594 (el
primero es 10000). Luego, hasta el digito final de 43594 (el 4 de las unidades)
hemos utilizado 38819 + 5 - 33595 = 206794 digitos. Luego, el 4 ocupa la
posicién 206794ava, el 9 la 206793ava, el 5 la 206792ava, el 3 la 206791ava y
el 4 la 206790ava. El digito requerido es el 4.

Ejemplo 10.0.112 De 40 personas, 28 fuman y 16 mascan tabaco. Ademads,
se sabe que 10 tanto fuman como mascan tabaco. jCudntas personas ni fuman
ni mascan tabaco?

Solucién: Utilizaremos un método conocido como el principio de inclusion-
exclusion. Si X es un conjunto finito, denotaremos por |[X| su cardinalidad,
esto es, el nimero de elementos que hay en el conjunto. Sea A el conjunto
de personas que fuman y B el conjunto de personas que mascan tabaco. Como
IAUB| =|A|+|B|—|ANB| =28+ 16— 10 = 34, hay 34 personas o que fuman
o que mascan tabaco. Por lo tanto, el nimero de personas que ni fuma ni masca
tabaco es 40 — 34 = 6.

Ejemplo 10.0.113 Cuatrocientos nifios forman un circulo y los numeramos

1,2,..., 400. Sea k,1 < k < 400 un entero fijo. Marcamos cada k ninos
deteniéndonos cuando marcamos a un nifio por segunda vez. Por ejemplo, si
k = 6, comenzamos marcando los ninds 6,12,18,...,396. Luego nos toca

marcar al nifio 2, pues el sexto luego 396 es el 2. Seguimos marcando a los
nifos 8,14,20,...,398. Nos toca ahora marcar a los nifios 4,10, 16, ...,400.
El préximo nino a marcar es el sexto, que lo marcamos pues por segunda vez.
Notamos que dejamos sin marcar a los nifios 1,3,5,7,9,11,...399—esto es, los
enteros de la forma 6k + 1,6k + 3 entre 1 y 400. ;Para cudntos valores de k
seran marcados todos los nifios al menos una vez?
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Solucién: Vemos que si k tiene un factor mayor que 1 en comin con 400, entonces
no marcamos a todos los ninos. Asi pues, las k's requeridas son aquellas k's entre
1 y 400 inclusive que son relativamente primas a 400. Ahora bien, 400 = 2952,
Para contar las k's que no tienen factores primos en comun con 400, contaremos
las que si tienen factores en comin con 400 y las restaremos a 400. Sea A el
conjunto los mdltiplos de 2 en {1,2,3,...,400} y B el conjunto de mdltiplos de
5en{l1,2,3,...,400}. Por inclusién- exclusién |A U B| = |A| + [B] — |A N B.
Ahora bien,

400 400 400
A| = {7} — 200, |B| = [?} — 80, |JANB| = {W} — 40.

Luego |A UB| = 240 enteros en {1,2,...400} no son relativamente primos a 400
y 400 — 240 = 160 lo son. Asi pues, sélo 160 k's provocan que todos los nifios
sean marcados.

Sea n = pi' - py?---p%, donde las p's son primos distintos. Si ¢(n)
denota el nimero de enteros k, 1 < k < n relativamente primos a 1, entonces
por inclusién-exclusién se puede demostrar que

b(n) = (py" —p7" (P52 —p3* ) (P =P,

Utilizando la asociatividad de las reuniones, obtenemos la férmula de in-
clusién-exclusién para tres conjuntos:

IAUBUC| =]AU(BUCQC)

= Al+BUC|—[AN(BUC)

= IA|l+BUC|—|(ANB)U(ANC)

= Al +[B|+|C|—[BNC|
—(ANBI+|ANCI=|(ANB)N(ANC)|)

= Al +B|+|C|—|BNC]
—(JANB|+|ANCI—]ANBNCJ)

= Al +B|+|C|—|ANB|—BNC|—|CNA|

+ANBNC|.

Ejemplo 10.0.114 De 200 politicos entrevistados en la legislatura, 75 usan co-
caina, 85 usan heroina y 100 utilizan barbitdricos. Entre los 200, 30 usan cocaina
y heroina, 50 usan heroina y barbituricos y 40 utilizan cocaina y barbitdricos. Fi-
nalmente, 10 indulgen en el uso de las tres substancias. jCuantos de estos 200
politicos no usan drogas?
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Solucién: Sean A, B, C el conjunto de politicos entre los 200 que utilizan cocaina,
heroina y barbitiricos, respectivamente. Se nos es dado que |A| = 75,|B| =
85,|C| =100,|[ANB|=30,[BNC|=50,|[CNA|=40,JANBNC|=10. Por
el principio de inclusién-exclusién

IAUBUC|=754+854+100—-30—-50—-40+10 =150

politicos utilizan al menos una droga. Luego, 200— 150 = 50 no utilizan ninguna
droga.

Ejemplo 10.0.115 ; Cudntos enteros del 1 al 1000000 tienen al menos un 1 en
su expansion decimal?

Solucién: Analizaremos los enteros del 0 al 999999. Al resultado final le sumare-
mos 1, ya que 1000000 tiene un 1 en su expansién.
Dividamos este conjunto de un millén de enteros como sigue: en 100000

decenas
{0,1,2,...,9}

(10,11,12,...,19}

{999990, 999991, . ..,999999}.

En 10000 centenas
{0,1,2,...,99}

100,101,102, ...,199)

{999900, 999901, ... ,999999},
etc., hasta llegar a diez 100000enas

{0,1,2,...,99999}

{100000, 100001, 100002, . .., 199999}

{900000, 200001, .. .,999999}.
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En la primera decena hay solamente un nimero, el 1, que tiene un 1 en su
numeracion decimal. En la segunda decena, los diez enteros tienen un 1 en su
numeracién decimal.

En la primera centena, cada decena, excepto la segunda, contendra exacta-
mente un entero que tiene un 1 en su expansién. La segunda decena, claro est3,
tiene sus diez enteros con 1's en sus expansiones. En consecuencia, la primera

centena tiene
10+9-1

enteros que tienen el 1 en sus expansiones.

En el primer millar, cada centena excepto la segunda tendrd exactamente
104+ 9 - 1 enteros con el 1 en su expansién. La segunda centena, que consiste
de los enteros 100, 101, ...199 tendra sus 100 enteros con el 1 en su expansion.
Asi pues, el primer millar tendra exactamente

1004+9(104+9-1)=102+9-104+9

enteros con el 1 en su expansion.

En la primera decena de millar, cada millar excepto el segundo, tendrd exac-
tamente 102 + 9 - 10 + 9 enteros con el 1 en su expansién. El segundo millar
tendra sus 103 enteros con el 1 en su expansién. Luego, en la primera decena de
millar hay

1034+9(1024+9-10+9) =1034+9-102+92- 10+ 93

enteros con el 1 en su expansion.

Un razonamiento semejante nos lleva a concluir que en la primera centena de
millar hay 10*+9(1034+9-1024+92-10+93) = 10*+9-103+92-102+93.10+94
enteros con el 1 en su expansion y en los primeros millones hay

5 4,02 103 L 03 102 L o4 s 106—9¢
enteros con el 1 en su expansién. Esto quiere decir que en los enteros del 0 al
999999 hay 468559 enteros con el 1 en su expansion y en los enteros del 1 al
1000000 hay 468559 + 1 = 468560 enteros con el 1 en su expansion.

Problemas

Problema 10.1 Hallar d(1260), o(1260) y ¢(1260).
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Problema 10.2 Los enteros del 1 al 1000 se escriben en orden sobre un circulo.
Comenzando con 1, cada quinceavo nimero es marcado (esto es, 1,16,31, etc.).
Este proceso se repite hasta que se marque un nimero por segunda vez. j Cuantos
nimeros sin marcar quedan?

Respuesta: 800

Problema 10.3 ; Cudntos enteros entre 1 y 3012 son divisibles por 5 o por 7
pero no por ambos nimeros?

Problema 10.4 Escribir la versidn de cuatro conjuntos del principio de inclusién-
exclusion.

Problema 10.5 ; Cudntos nimeros primos hay entre 1y 1007

Problema 10.6 Sean x, y, z nimeros reales. Demostrar que
max(x,y) = x +y — min(x,y)
y que
max(x,y,z) =x+y +z— min(x,y) — min(y, z) — min(z,x) + min(x, y, z).

i Qué relacién nota entre estas féormulas y el principio de inclusién-exclusién?

Problema 10.7 ; Cudntos enteros entre 1 y 1000000 no son ni cuadrados, ni
cubos, ni cuartas, ni quintas potencias?

10.1 Permutaciones y combinaciones

Cada uno de los arreglos que se puedan hacer tomando algunos o todos los
elementos de un conjunto se llama permutacion. Asi las permutaciones que se
pueden hacer tomando dos elementos a la vez de {1, 2, 3,4} son doce,

12, 13, 14, 23, 24, 34

21, 31, 41, 32, 42, 43
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Por el principio de multiplicacién ya sabiamos de antemano que habian 4x3 =12
de estos arreglos. Recalcamos aqui que el orden es de suma importancia.

En general dados n objetos diferentes, el nimero de permutaciones de n
objetos diferentes tomando m a la vez es

n-m—1---(n—m+1).

Por ejemplo, si tenemos cinco banderas de cinco colores distintos, el nimero
de arreglos que podemos tener al ponerlas las cinco en fila es 5-4-3-2-1 = 120. Por
conveniencia denotaremos por n! (ledse n factorial) al producton-(n—1)---1.
Asi

N=121=1.2=231=1-2-3=6,41=1-2-3-4=24.

Pondremos por convencién 0! = 1. Nétese que n! = (n— 1)In.

Cada uno de los grupos o selecciones que se puedan hacer tomando algunos o
todos los elementos de un conjunto se llama combinacion. Asi las combinaciones
que se pueden hacer tomando dos elementos a la vez de {1,2, 3,4} son seis,

12, 13, 14, 23, 24, 34

Observe que el orden no guarda importancia aqui. jCémo hallar este numero
sin necesidad de listar todas las opciones? Vemos que si tomamos el orden en
consideracién obtendremos 4 - 3 = 12, pero como cada par es puede arreglar
entre si de 2! maneras distintas, el nimero total de selecciones, sin considerar el
orden, es 4 -3/2! = 6.

En general, el niimero de seleccionar k objetos distintos de 1 es

ny n-n-1)-m-2)---1 n!
)=

k! N (n—k)!k!'

Ejemplo 10.1.1 ;Cudntos subconjuntos de tres elementos tiene el conjunto
{a) b) C) d) f}?

Solucién: Vea que aqui el orden carece de importancia. Lo que queremos es el
nimero de maneras de seleccionar tres elementos de cinco, el cual es

5\ 5.4.3
<3>:1-2-3:10'

Ejemplo 10.1.2 ;De cuantas maneras podemos seleccionar un comité de tres
personas de entre diez profesores?
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Ejemplo 10.1.3 ;De cudntas maneras podemos seleccionar un comité de siete
personas con un presidente de entre veinte personas?

Ejemplo 10.1.4 ;De cudntas maneras podemos seleccionar un comité de siete
personas con un presidente y un secretario de entre veinte personas?

Ejemplo 10.1.5 ; Cudntas veces estd el digito 3 listado en los nimeros del 1 al
10007

Ejemplo 10.1.6 Debemos seleccionar un comité de entre nueve mujeres y cinco
hombres. El comité deberd tener dos mujeres y tres hombres. ;De cudntas
maneras podemos hacer esto?

Ejemplo 10.1.7 ;Cudntos entre
100, 101, ..., 999

tienen todos digitos diferentes y en orden creciente? ;Diferentes y en orden
decreciente?

Ejemplo 10.1.8 ;De cuantas maneras podemos sentar cuatro pacientes en una
sala de espera que tenga doce sillas en fila de tal manera que siempre hayan
asientos vacios entre los pacientes?

Ejemplo 10.1.9 ;De cuiantas maneras podemos distribuir 7 pelotas idénticas en
20 cajas diferentes de tal manera que cada caja contenga a lo sumo una pelota
y no haya dos cajas llenas consecutivas?

ny n!
(k) kI —k)!

(1) =)

Esta identidad tiene la siguiente interpretacién combinatoria: si hay n pelotas en
una bolsa, sacar k de ellas de la bolsa es lo mismo que dejar n — k dentro de la
bolsa.

De la identidad

vemos que
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Ejemplo 10.1.10 Dar una interpretacién combinatoria para la identidad de Pas-

()= 03)

Ejemplo 10.1.11 Dar una interpretacion combinatoria para la identidad de

B0-6)62)

Ejemplo 10.1.12 Explique por qué

24 _ 4 n 4 n 4 n 4 n 4
—\o 1 2 3 4)
Ejemplo 10.1.13 Explique por qué
6\ (5 . 4 . 3
4) \3 3 3)
Problemas

Problema 10.8 ;De cuantas maneras diferentes puede un estudiante adivinar
un examen completo de verdadero/falso que tenga dieciocho preguntas?

Problema 10.9 En contando el nimero total de subconjuntos de un conjunto
de n elementos, demuestre que

#=(0)+ () () e () C)




